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OPTIQUE, 

Par M. Malus, Chef de batailion au corps impérial du Géaie , 
ancien Élève de l'École Polytechnique. 

J_,ES rayons qui émanent d'un point lumineux dans un milieu de 
densité uniforme , peuvent être regardés comme un système de lignes 
droites passant par ce point. Lorsque ces rayons rencontrent la sur- 
face d'un corps qui les réfléchit ou les réfracte, leur disposition mutuelle 
éprouve différentes modifications d'où naissent tous les phénomènes 
de l'optique. 

Avant de passer à l'analyse de <es phénomènes , nous exposerons 
quelques propriétés communes à tous les faisceaux de rayons réfléchis 
ou réfractés , et en général à tous les systèmes de lignes droites conti- 
guës qui ne sont pas parallèles. 

[l.] Soient 

'"{Z — i) = o(x — ./;. n(i — i) — o(y — /A, .(A) 
les équations d'une ligne droite appartenant à un système de rayons 
disposés dans l'espace, suivant une loi analytique quelconque, m,n,ù 
étant des fonctions arbitraires de x'y'x,. A chaque point de l'espace, 
c'est-à-dire, pour chaque valeur particulière de a'/Z' correspondent 
de nouvelles lignes appartenant au même système. 

XIV.' Cahier, A 






2. :' '^ GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE* 

Con»î^â((Sns d'abord les lignes qui appartiennent aux points contigus 

à.cejt^ dont ks coordonnées sont xyz» parmi toutes ces iignes, il n'y 

cir''aV*4"*^^^ certaine série qui rencontre la ligne (A). Pour déterminer 

' 4ç lieu des points auxquels elles appartiennent , il faudra exprimer 

/.N^ue ia ligne (A) et une ligne contiguë, ont un point commun xyi» 

'•.'•* et par conséquent différencier Téquatîon (A) par rapport à xy'î, en 

regardant xyi comme constant, ce qui donne 

dm(i-'î)'—mdî^do(x'-x)'--odx dn(i--i)'^ndî'=,do(y'—y)—ody'. . .(B). 

Si entre les équations (A) (B) qui ont lieu également pour ie point x^j^ 
on élimine (x — x) , (y — y), (i — î), on a pour résultat 

mdûdy^ -— mdnd^ -H ndmd^ -~ ndodx -f- odndx — odmdy-ziio, 
ou 



■^{(■w-J'' -*- (w-J 'y ^ (4-M('''y-'"''') 

Cette équation exprime que les deux lignes (A) (B) , et uîie troisième 

^*Yz - ï) - ^zY^-^'; ^y(i ~ î) =? di(y -/;., .(D), 

se trouvent dans un même plan. I^ ligne (D) qui est la taiigente d une 
courbe à double courbure , indique la direction suivant laquelle on 
doit passer du point x^/:^ au point contîgu, pour que deux rayons 

dx 

consécutifs (A) sç rencontrent ; les deux tangentes d'inclinaison —rv- 

•p^^ sont liées entre elles par l'équation (C), en sorte qui! ny en 4 
qu'une seule qui $oit indéterminée , et qu'il n'y a qu'une certaine 
famille de courbes à double courbure qui puisse satisfaire à l'équa-* 
tion (C). Ces courbes sont liées entre elles par cette propriété com-^ 
mune , que , si on considère une d^elies en particulier » la suite des 
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rayons (A) qui appartiennent à ses différens points, se rencontre 
consécutivement. 

Si entre les équations (C) (D) on élimine -^-ï — ^^, on obtiendra 

le lieu de toutes les tangentes (D) qui passent par le point x^/î : 
le résultat de cette élimination est 

Cette équation appartient à une surface conique du second degré qui 
a son centre au point x* y i , et dont les nappes indiquent la direction 
suivant laquelle on doit passer de ce point aux points contigus pour 
que la iigne (A) soit rencontrée par la iigne consécutive : le rayon 
(A) lui-même est une des arêtes de cette surface. 

On peut déjà reni^rquer que tout pian passant par le centre de cette 
surface conique» la coupera suivant deux lignes droites, en sorte qu'il y 
a en général à chaque point d'un plan deux directions suivant lesquelles 
on peut cheminer pour que les rayons (A) se rencontrent, quelles que 
soient les fonctions m, n, 0. 

[2.] Soit actuellement une surface courbe 

F(x'y'^) = 0. pdx' ^ qd/ ^ pdi zn o.. .(F). 

A chaque point de cette surface appartient un des rayons (A)\ or» si 

au moyen éts équations (C) (F) on détermine -— -^ , on aura # 

comme Téquation (C) est du second degré ^ deux résultats de la 
forme 

Md'^ = Odx' Ndi = Ody [s) 

Mdi =;= ÙdK' tfii zzzÙdy' (/), 
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en &isant * 

/dm \ /dn \ /do \ /din \ 

I 

M^^Çpq-^i'qr — fj* — 2^pr-^qL N ^^i-ipq -^ t'pr -^ Çp* — 2aqr — pL 
AI'=z Çpq -H i^qr — iq^ — zlipr — qL Af'=tpq -f- i^pr — f/?* — zaqr -^pL 

r 

T ^ T r .r 

substituant ces valeurs de '-^, — -^ ^^ns réquation (D) , on aura 

Md^i) = a(x — x') N'(z — z7= o^ù —y;. . .P'). 

équations qui appartiennent à deux iignçs tangentes k ia surface (F) , 
et dont la direction indique sur cette surface dans quel sens on doit 
passer du point x y î aux points consécutifs, pour que les rayons '(A) 
se rencontrent. On aurait également obtenu les équations (D) (D') 
en combinant l'équation du plan tangent à la stir&ce (F) avec celle de 
la surface conique (E). 

Les équations (s) (s) ayant lieu pour chacun des points de là sur- 
face//^/ leurs intégrales expriment deux systèmes de coqrbes tracées 
sur cette surface , et dont chacune jouit en particulier de cette pro- 
priété, que tous les rayons (A) qui lui appartiennent se rencontrent 
consécutivement : en effet , la courbe (s) ou (s) satisfaisant en chacun de 
ces points à Téquation (C), se trouve toujours dans la direction des points 
auxquels appartiennent les rayons consécutifs qui se rencontrent. 

La suite des lignes (A) qui passent par la courbe (s), se rencontrant 
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consécutivement , forme une surface déveïoppable (S) , dont Tarête 
de rebroussement (o-) est le lieu des points de rencontre : en second 
lieu y comme la courbe {sj est coupée en chacun de ses points par 
une des courbes (sJ , il s en suit que la surface déveïoppable fSJ est 
coupée , suivant chacune de ses génératrices , par une surface déve- 
ïoppable fS^J , formée par les rayons qui appartiennent à une des 
courbes (s)^ 

La suite des arêtes de rebroussement (a) de la première série de 
surfaces développables (S) forme une surface courbe ("L) à laquelle 
chacun des rayons (AJ est tangent. La suite des arêtes de rebrousse- 
ment {yj de la seconde^^érie de surfaces développables (S'J forme une 
seconde surface ^S^ à laquelle tous les rayons {AJ sont encore tah- 
gens. Ainsi , toutes les fois ^uon considère un système de lignes droites 
émanant de tous les points d'une surface courbe suivant une loi analytique 
quelconque^ ce système de lignes peut être regardé comme le lieu de 
l'intersection de deux systèmes de surfaces développables ; et puisque 
la suite des arêtes de rebroussement de ces deux systèmes de surfaces 
comprend l'intersection de toutes les génératrices , on en conclut que le 
lieu des points de rencontre des lignes proposées est compris sur deux surfaces 
courbes. 

[3.] Concevons le plan qui passe par la ligne (A) et par la tangente 
(D) ; son équation sera 

de même le plan qui passe par la ligne (A) et par la tangente (D') , 
aura pour équation 

Ces deux plans contiennent évidemment les lignes consécutives à 
la ligne (A) par lesquelles eile est rencontrée. 

Pour déterminer les coordonnées xy 1 du point de rencontre de celle 
qui se trouve dans le plan (AD) , il faut substituer dans les équa- 
tions (B) à -^ -j-r leurs valeurs -^ -^ tirées des équations (s), 
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et combiner après cette substitution les équations (A,B);ct qui donne, 
au moyen de i'équatiou (C) , et en faisant 

X — x' z=z mA, -y — / z=z nA, i — z' = oA. . .(G) ; 

Ja distance du point x' y ^ au point xyi, que nous nommerons R, est 
par coneéquent 

On obtiendra un résultat semblable pour la ligne qui se trouve dans 
le plan (AL/) , en substituant dans A, M\ N\ Of à M, N, O, et on 
aura» en nommant A^ la valeur qui en résulte» 

X — /==:«A\ y — / = /lA'» i — z' =r oA'...(G'); 
la distance P! du pojnt x y î au second point de rencontre , sera 

On aurait pu obtenir collectivement les doubler valeurs (G) (G) de , 

jr «^ X , y ^'^ y , l --^ ^ , ^n éliminant -^ -^f^ entre les équations 

(B) (F), ce qui aurait produit une équation du second degré, qui, 
combinée avec Téquation (A) , aurait déterminé les valeurs proposées. 
Soient 

V=io Wz:z9 (s3) r=:o ïr = o {/s) 

les intégrales des équations (sj (s) qui doivent être complétées par la con- 
dition que ces courbes passent par un point particulier de la surface (F); 

Uéquation d'une surface développable (S) sera le résultat de l'élimi- 
nation de x' y 'i entre les quatre équations (A) (ss); 

Les équations de %on arête de rebroussement (œ) seront le résultat 
de l'élimination des mêmes quantités entre cinq équations (G)(ss); 
enfin , l'équation de la surface ("!&) qui est le liçu de toutes les arêtes 
de rebroussement (cr) de la série de surface (S) , sera le résultat de 
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l'élimination de x* y' % entre les trois équations (G) et Téquation 
F(xyz}z=zo. 

Tout ce qui a rapport à la série île surÊices développabies (S') 
s'obtient par des considérations semblables aux précédentes ^ en substi^ 
tuant ies courbes (s s) aux courbes (s s). 



[4.] Les deux surfaces développabies (S) (S') qui se rencontrent sui- 
vant la ligne (A) , se coupent pour chacune de ces lignes suivant un 
angle particulier dont nous allons déterminer lexpression ; pour cela , 
nous observerons que le plan (AD) qui passe par le rayon (A) et 
par la tangente (D) contenant deux génératrices consécutives de la sur- 
face développable (S) , est païf conséquent tangent à cette surface , 
et que par la même raison le plan (A'Df^ est tangent à la surface (S^) , 
en sorte que I angle compris entre ces deux plans est celui sous lequel 
les surfaces proposées se rencontrent. Or, si on nomme r Tangfe com- 
pris entre les deux plans (AD) (ADf), on a 

I t 

expression qui sera toujours fonction de xy'î, à moins quon n'ait 

(m^ -4- n^^o^) (MM -i- NN' ^Oa}-- CmM' -^ nN-^oOJ (mAf -4- nN' -h oO') = o, 

indépendamment des valeurs de x'y ^. Dans ce cas particulier» on a 
cos. r =: o , et les surfaces développabies (S) (S') se coupent toutes 
à angle droit. En substituant dans cette équation pour M NO M'N'O^ 
leurs valeurs , elle devient 

[/'«*-+- n^)fq -♦- or (mq -Ir np) — «»r*] 
[/^*-f. o^)pr -f- nq(mr -+- op.) — • moq*] ' 
[h'' -^ ^^)V ^ ^P(»r ■.♦- oq) -^ mop^] 

m 

en sorte que toutes les fois que les fonctions m,n,o satisfont à cette équation 
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de condition, on peut regarder les rayons \Pi) comme k lieu de l'intersection 
de deux systèmes de surfaces développables qui se coupent à. angle droit. 

Considérons un moment les lignes (A) comme. le système des nor- 
males d'une surface courbe F(xyi) z=z o , pdx -+- qdy --h rd^ z=zo , 
on aura m z=zp,n z=z q, o z=zr; substituant ces valeurs dans le. numé- 
rateur de l'expression de cos. r , ou dans le premier membre de 
l'équation {HJ, il se réduit à 

' w 

- • • • • ' f 

quantité qui est toujours nulle, puisque /; i// -h gdy -+- rd^ est la 
différentielle de la fonction /'(^x'yj'^^. en sorte que les normales d'une 
surface courbe sont toujours Ig lieu de l'intersection de deux systèmes 
de surfaces développables qui «e coupent à angle droit; d'où on con- 
clut réciproquement que toutes les fois que dans un système de rayons 
fAJ, les fonctions m,n,o satisfont à l'équation de condition (HJ , il 
existe une série de surfaces normales h tous ces rayons. 

Les quantités m, h, o ^tant des fonctions données qui ne satisfont pas 
généralement à l'équation (HJ , on peut se proposer de déterminer les 
surfaces pdx^ -H qdy -H r^ç' = o, par la condition que les rayons 
(AJ soient le lieu de l'intersection de deux systèmes de surfaces déve- 
loppables rectangulaires; alors féquation {HJ est l'équation aux diffé- 
rences partielles des surfaces cherchées. 

[j .] Les phénomènes de l'optique dépendent principalement du lieu 
des points de rencontre des rayons consécutifs, c'est-à-dire, de la 
forme et de la position des surfaces {Zj (jl); et il est a remarquer que 
tout ce qui a rapport à ces surfaces est indépendant de la résolution 
et de l'intégration des équations , et s obtient par de simples éliminations. 

Ces surfaces peuvent avoir différentes nappes situées du même coté 
de la surface (F) , ou situées les unes d'un côté de cette surface, et 
les autres du côté opposé. En effet , l'angle compris entre ies rayons 
(A) qui appartiennent à une même courbe (ss), après avoir é\é positif, 

çeut 



\ 
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peut devenir négatif, et réciproquement ; et il est évident qu'avant de 
changer de signe , cet angle aura été nul , et le point de rencontre des 
deux rayons consécutifs éloigné à l'infini. 

Le point de rencontre de deux rayons (A) consécutifs est, comme 
nous lavons vu , le même que le point de rencontre des deux lignes 
(A) (B), en sorte que quand les deux rayons consécutifs sont parallèles , 
les deux lignes AB le sont aussi : or, langie quelles forment entre 
elles a pour cosinus 

mdrn -H ndn -^ odo 
(m* -^ /i* -♦- 0*/ (dm^ -4- dn* -♦- do^J'^ 

et lorsqu'elles sont parallèles, cette expression doit être égalée à l'unité, ce 
qui donne (mdo — odm)^ -^(ndo - — odn)'- -H (mdn — ndm)^ = o , ou 

mdo —- odm =z o, ndo — odn 1= o. . .(I). 

Si on substitue dans ces équations , pour -^-1- —J— leurs valeurs tirées 
de l'équation (s) , elles deviennent 

et sont le lieu des points particuliers des courbes (s s) pour lesquels 
les deux rayons consécutifs cessent de se rencontrer; elles expriment 
par conséquent une courbe qui coupe toute la série (s s). 

De même, si on substitue dans l'équation (I) , pour -^ —j^ leurs 
valeurs tirées des équations (s ) , on aura 

équations d'une courbe particulière qui rencontre toutes les courbes (s's^) 
suivant les points où les rayons {AJ cessent de se couper dans le 
même sens. 

XIV/ Cahier. B 
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Les équations /jy /S) sont des solutions particulières de iequa- 
tion difFérentieile (C). 

Si entre les équations /S) ou /S') et féquafion pM-h^N-+-rOz=zo , 
ou pM'-h- qN' -\-r(y :=o [2], on élimine MNO, ou M N' 0\ 
on obtient Téquation de condition 

K<^;--r^;]-{"r^;-<-^;]it'["r^;-Y^;]-'["r^;-'r^;]i--- 

qui exprime la condition à laquelle doivent satisfaire mno , pour qu'en 
chaque point de la surface pdx -\^ qdy -h r^/j' = o, il existe deux 
rayons consécutifs parallèles» cest-à-dirê, pour qu'un des deux sys- 
tèmes de surfaces développables (S) (S) soit un système de surfaces 
cylindriques ou planes. Si mno sont donnés, et pqr inconnus, la con- 
dition précédente peut être regardéq comme l'équation aux différences 
partielles des surfaces pdx' -f- qJ/ -+• rJ^ =z o, qui satisfont à la 
condition proposée. 

Chacune des lignes (AJ qui appartient à la courbe /sj est asymptote 
à deux branches d'une arête de rebroussement {o-J , situées de côtés 
opposés, et par conséquent la suite des lignes ^^^ qui appartiennent 
à la courbe /sJ, forme une surface /S^ asymptote à deux nappes de 
^ la surface (Xj situées de côtés opposés. Pareillement la suite des lignes 

(AJ qui appartiennent à la courbe /s) forme une surface /SV 
asymptote à deux nappes de la surface ^S'^. . 

La ligne d'intersection des deux surfaces /Xj /^'), c'est-à-dire, 
le rayon (AJ qui correspond au point de rencontre des deux courbes 
/sJ [s) est asymptote à deux branches d'une arête de rebrousse- 
ment (c) , et à deux branches d'une arête de r^broussement (tr). 

Outre les deux courbes [s) (s) , l'équation (C) a encore une autre 
solution particulière qui correspond au point où les coxxxhes (ss) (ss ) 
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se confondent > cest-à-dîre , au cas où on A M =: M N zrz J^^ 
L =z o, et par conséquent 

La combinaison de cette équation avec féquation F(k'y'i) = o, 
détermine sur cette surface ia courbe suivant laquelle (s s) (s s) se con- 
fondent. On peut faire sur cette équation de condition les mêmes 
observations que nous avons faites sur celles que nous avons traitées 
précédemment. 

C ATOPTRIQUE. 

[o.J Nous allons passer à l'application de cette théorie aux phéno- 
mènes de loptîque , en commençant par ceux produits par la lumière 
réfléchie, qui font lobjet de la catoptrique. 

On appelle angle d'incidence langie cpmpris entre le rayon incident 
et la normale à la surface qui le réfléchit ou le réfracte , et angle de 
réflexion ou de réfraction , l'angle compris entre le rayon réfléchi ou 
réfracté, et la même normale. 

L'angle d'incidence est toujours égal à l'angle de réflexion, et le 
rayon réfléchi est toujours compris dans le plart qui passe par le rayon 
incident et par la normale au point d'incidence. C'est sur ces prin- 
cipes, donnés par l'expérience, que nous établirons la théorie analy- 
tique de ia catoptrique. 

Soient XYZ les coordonnées^ d'un point lurtiîtieux, les équatîoûs 
des projections d'un rayon de lumière seront 

a(i-^Z) — c(x-^X). h(l-^Z)^c(y^Y) (a), ' 

si ce rayon frappe en un point. x'/j' une surface 

F(x'y'i) = o, pdx:^qdy^rdz'=o (F) , 

il se réfléchira suivant une ligne droite dont nous représenterons lei 
équations par 

m{z ^i) — o(x^ x'), n(i — ^) =: o(y — /;. . .(A). 
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Les deux lignes (a) (A) formant deux angles égaux avec la normale 
à la surface , on exprimera cette condition par Téquation 

ap -^ hq -^ tr mp -^ nq -^ cr 

r = r (b); 

en second lieu , le rayon incident , le rayon réfléchi » et la normale 
étant compris dans le même plan , on aura 

m(cq — br)-^ n(ar ^-^ cp) -H o (bp — • aq) = o (c). 

Les deux équations (b) (c) renferment les conditions qui doivent 

détermmer , et on en tire 

0^ 

m ^__^ P^(à*^ 4- ^* H- c^) -H (cq — br) (bp — aq) ± (^tf r — c p) (ap -♦- bq -^er) 
~ r» (a^ -*-**-+• fV — (^i — ^^)^ — (ar--^ cp)^ ' 

n ^_^ qf(a}'\'b^'^(^)'^(dr — cp) (bp — (iq)-^(br — cq) (ap -^ bq -^cr) 
r*(a* -^ b^ -^ c*) — (cq — br)^ — (ar — cp)^ 

le signe supérieur d où on tire -^ = — , — 1= — appartient au 
rayon incident, et le signe inférieur d'où on tire 

m ^(f^P -k' bq -^ cf)p — û^* -+- j* -♦- f*^ 

o 2(ûp H- i^ -♦- cr) r— c(p^ -♦- jf* -H r*) ' 

n ^(<ip -^ bq -^ crjq — b(p* -fr ^* -h r*J 

^{^P -^ bq ^i' crjr — c(p* -^ q* -^ r*J * 

appartient à une ligne qui fait un angle égal avec la normale, et qui 
est située dans ie même pian du côté opposé, c'est -à-dire, au rayon 
réfléchi ; on en conclut 

m = ?i[2{ap ^ i^ H- crjp — ,a{p^ ^ ^* ^ r'J], 
/i = \[2(ap .^ i^ -H cr)q — b(p\ -{- q^ -\- r^], 



z= \[2(ap -h bq *-h crjr —^ c(p^ -4- ^* -H r^], 

A étant un coèflicient indéterminé qui s'évanouit du calcul; enfin , comme 
le point xy'i^ est commun à la surface (F) , et un rayon incident, on a 

a(i — Z; =; f/x' — X), h(i — Z; = c(y' — YJ , 
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et par conséquent 

a = aY^ — X), h =■ ay/— rj, c z= \'(i ^ z;. 

A^ étant un nouveau coefficient indéterminé qui s^évanouit du calcul. 
Substituant les valeurs àt abc dans les expressions àt mno , on aura 
ces dernières quantités en fonctions des coordonnées XYZ du point 
lumineux , et de celles xy' 2' du* point de la surface rencontré par le 
rayon incident. 

[7.] D'après les résultats du paragraphe [2.], le système des rayons 
réfléchis (A) peut être considéré comme le lieu de l'intersection de 
deux systèmes de surfaces développables (S) (S') qui coupent la sur- 
face (F) du miroir , suivant les deux séries de courbes (s s) (s s) [3 .] , 
et les points de rencontre de tous ces rayons se trouvent sur deux 
surfaces courbes (Ht) (lil) que nous nommerons surfaces caustiques. 

En second lieu, si on substitue dans Texpression de cos. r [4.] 
les valeurs de mno, on trouve quelles satisfont à l'équation de con- 
dition (H) , en sorte que les surfaces développables (S) (S') se coupent 
toutes à angle droit. 

On peut simplifier le calcul de cette substitution en observant que 
les valeurs de mno étant indépendantes de la position des coordonnées, 
on peut supposer que le rayon réfléchi que Ion considère , soit dans un 
des axes des coordonnées, dans Taxe des 1, par exemple; on a alors 
w =: o , // = o , et l'équation (H) se réduit à 

/dn \ /dn \ /dm ) /dm \ 

ou 
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enfin comme m z=. o , nz=z o donnent ai* — cpr=.p(ap -f- ba -+• cr) 
hr"" T^cqr-==.q(af -{-hq-^r•cr),hp■=.aq, tous les termes de l'équa- 
tïpn précédente sont, multipliés par ^/> -f- ^^ h- <•/,, et se réduisent à 



m - ^m -^m - -m -r^r; -v^y =»• 



^quatijon qui a toujours lieu , puisque fax H- qdy -+- rd'^ z=z o 
est la difFérentieile de réquatîon F(x/i) = 0. 

Si actuellement par une des courbes (ss) et par le point lumineux 
en conçoit une surface conique (C) , tous fes rayons compris dans 
cette surface , après s'être réfléchis , se rencontreront consécutivement et 
formeront une des surfaces développables (S); de même tous les rayons 
compris dans fa surface conique (C) qui passe par une Aes courbes (s's^) 
et par le point lumineux , après s'être réfléchis , formeront une des surfaces 
développables (S') ; ainsi nous considérerons dorénavant le rayon inci- 
dent ^^?y comme le lieu de Tintersection de deux surfaces coniques^C^ (^')* 
et le rayon réfléchi (A) comme ie lieu de Tintersection de deux surfaces 
développables (S) (S'). 

Les deux surfaces coniques (C) (C) se coupent sous le même angle 
que les deux surfaces (S) (S^) correspondantes; en effet, les deux plans 
tangens aux surfaces (C ) (C) suivant la ligne (a) , forment, avec le 
plan tangent au miroir (F) , une pyramide triangulaire (aDLf) dont 
les trois arêtes sont les lignes (a) (D) (D^) ; les lignes (D) (Ef) 
étant [2.] les tangentes des courbes (s s) (s s'). De même les deux 
plans tangens aux surfaces développables (S) (S') suivant la ligne (A) , 
forment, avec le plan tangent au miroir (F)» une pyramide triangu- 
laire (ADD'), dont les trois lignes (A) (D) (D') sont les arêtes. 

Qr , i angle qui es.t compris entre le rayon incident (a) et la ligne 
(D) qui a pour cosinus 

aM -^ bN -^ cO 

_i ^ j^ .. ^ ^ ^ 

^^» +f *? ^ cV {M^ -H -/V* -^ <?V* 

et laiiglç compçis e^itre I5 rayon réfléchi, (^/4^ et la ipême ligne qui a 
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pour coshuis 

^ mM -k nN -^ oO 



• 9 



sont égaux entre eux et de signes^ contraires à cause de l'équatiort' 

■ • 

ou 

c|ui a lieu indépendamment des valeurs de J/et iV, 

Les angles compris- eaaU'e les lignes, (a) (Cf) , (A) (1!^) sdnt aiissiï 
égaux. eMi». eux^ eh sortie: que. les deux pyramides (aD'D') (AD^If} 
sont parfaitenœnt semblables:; d'où on conclut quejes surface&coniqiiesr 
(C) (C) se: Qdupent toutes à angle droit. 

[8.] Considérons un faisceau de lumière compris entre quatre des 
surfaces coniques (C) (C). (C) (C) infiniment proches; ce faisceau 
aura la forme dune pyramide quadrangulaire rectangle, comprenant 
entre ses arêtes deux petits angles ii' , et lès rayons qu'il Contient aprèr 
S'^e réfléchis, seront compris dans une surface quadrairgulaîre rec- 
tangle , comprenant entre ses arêtes deux nouveaux angles kU. 

Soit A la distance {(x' ~ ^* -h (y — Y)^ -f- ({ — Z/]* 
du point lumineux au point xy'î de la surface (F) , et D la distance du 
point xy'i à Toeil situé dans le prolongement du rayon réfléchi ; la lumière 
qui parvient à lœil après s'être réfléchie , a parcouru depuis le point 
lumineux un espace exprimé par D -f- A , et à cette distance le fkîs- 
ceau de rayons partis du point lumineux aurait pour section perpendicu- 
laire à son axe , un quadrilatère rectangle dont la surface serait (D-^- AJ^it; 
mais ce faisceau , au point où se trouve l'œil , a pour section perpendicu- 
laire à son axe; le quadrilatère rectangle (D± R) k (D dtz R')k' : 
or, comme l'Intensité, de la lumière est en raison inverse de Tétendue 

■ ■ * ■ • 

des surfaces sur lesquelles la même quantité de rayons est dispersée , elle 
se trouve au lieu où est situé l'œil après la réflexion., relativement à 
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ce qu'elle eût été à la distance Z> -f- A , en partant directement du 
point lumineux dans le rapport de (D -H ^)^ ii' à (D dfc R) 
(D ± R') kU : on pourra donc exprimer la clarté de l'image du 
point X =: X , y zzz Y, z "=> Z , vue sur le point xyi du miroir, 
par 

— ^Z ) -4- A/zi' 

~ ^ (D ±:R)(D ±:R')kh' ' 

€ étant un coefficient constant qui exprime la clarté réelle du point 
lumineux. Il faut observer que le signe ± qui affecte R et R^ est 
# indépendant des valeurs positives ou négatives qui peuvent résulter pour 
R et /?' de leurs positions relativement aux plans de coordonnées. Ces 
valeurs doivent toujours être prises positivement quand les lignes R 
et R' sont situées derrière le miroir , et négativement quand elles sont 
situées en avant , parce que D est toujours pris positivement en avant 

du miroir. 

• •# 

II ne reste plus cju'à déterminer l'expression du rapport —/^ î or , 

deux rayons consécutifs {aj de la surface conique (CJ , comprennent 
entre. eux l'angle très- petit // qui, étant égal à son sinus, a pour 
expression 

.a {a* -*-**-♦- r» ; {dû* -f- db* -♦- dc^J — (ada ^ bdb -^ cdc)^ 

f - ■ ■ ■■ Il » ■ . ■ ^ . .1 ■ . ■ ■ ■ ' — I ■ ■ ■ I • 

et ces deux rayons, après s'être réfléchis , comprennent entre eux l'angle 
k, dont l'expression est 

/i (^* -♦- n* -f- 0»^ (dm* -f- dn* -H do"") — (mdm -¥- ndn -^ odoj* ^ 

mais "à. cause de [i.l ' 

ndx — mdy odx — md^ ^^ ody — nd^ 

mdn^^ ndm ""^ mdo — odm , n^/o — orf/i 

on aura 

(n^^n*^*)(dm*-^n'^do*)^(mdn-^ndn'^'odo)*^^!^^ 

(ndx-^mdyp 



j^ 



i^ _ ^m*H-»*-4-g*/ (ndx-'-mdy)* [(a* ^ b^^c^) (da^-^db^-^dc^) -^ (ada-¥^hdh-^cdc)^] 
^* "^ ^^a^^^f*;* (mdn^ndm)* Un*^n*J^0^) (dn^-^dy-^dj^) -^ (mdM'\-mdy'^odi)^Y 



et 
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et à cause de Téquation 

(m* ^n^^oj (adx' -♦- bd/ H- cdi'J*=z{a^ -♦- 5» -♦- c*J (mdx -+- ndy ^ od^)^ 

qui résulte des deux conditions (b) (c) 

i'* __ (m* -^n^-^ py (n dx' ^ md/ )^ /?' 

"ÏP" (a^^b^^c*) (mdx' — ndm)^ "a^' 

et enfin 



t 



, T 



k -^ ù. ' k — A'* (D ± RJ (D ± R'J A' • 

lorsque la distance A du point lumineux est infinie, on a 

« 

_ RR^ 

— ^ (DdoR)(D±:R') ' 

On peut àé]k observer qu'abstraction faîte du terme e - — ^^^ ^ 

fintensîté T de la lumière réfléchie sera d autant plus forte que (D'àzR) 
(D db R!) seront plus petits ; en sorte que le maximum d'intensité aura 
lieu pour les points où Ddo, Rz=zo , Z)dt/?' = o;or, Z)±/? = o 
est l'équation de la surface caustique f^J , et D zt: R^ ziz o est celle 
de la sur&ce caustique {^'); c'est donc à l'intersection de ces deux 
surfaces que se trouve le maximum de lumière réfléchie. Quand le lieu 
de cette intersection se réduit à plusieurs points particuliers, on les 
nomme foyers des rayons réfléchis. 

[9.] Nous allons faire l'application, de l'analyse précédente aux sur^ 
faces de révolution. Nous supposerons Je point lumineux dans l'axe 
des X , et nous choisirons cet axe pour celui des surfaces. On aura 
alors y = o, Z-izi o , azzzx ^-^X ,bz=zy, cz=z z\ et les équations 
Fx'y t = o , fdx "^ qdy -^ rd'( = 0, qui représentent la surface 
du miroir , seront 



/* -f- Z'* = <î> (x') , xy'dy' -f- 2 idi = cj>' {x'J dx' ; 

^(x') étant une fonction arbitraire de x . , on en déduit p = *^' (x) , 
^ = — xy , r = — 22'; substituant dans les expressions générales 
s XIV* Cahier, 
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de mno [6.] , et faisant A = ^^(,-)^^'^(,.jL^(^- ^xjf(.-) ' *^" ^"^* 

introduisant ces -expressions danç les équations (s) (s) [2.], on a 

«=o,^=o,>=o,/^=î'[i-i'Yx';],t=-/[i-*ï*V],t=o,i:=2r/»-«-î'';['-*ï*';]. 

Mz=o, N=-éz-9' rx';[i -*Yx';], 0=4/ 1' 9' (»') [i-*' r*';]> ^'= s;- v*';[«-*r*v]. 

ou simplement 

M=o, N-- Cf (»'). O-y'X^'(x'), M'- zy^(x-),N-=:y- 9' (^'), 0' =yz'f'{x'J, 

enfin , 

'^x' = o , yj/ H- z'ili =. o. . . {sj, 

,^ 2<p (x')Ji — î <^'(x)dx = o, y'di — îdy = o . . . (s)r 

Les intégrales de ces équations sont en nommant AetB les constantes 
arbitraires qui les complètent, 

*' = A, /' -+- 2'» = <î> (A) '{ssj, 

e (i -H ^v = <î> (^') ' y = B{ (s' s'), 

La première série dès courbes (s s) appartient à la suite <Ies cercles 
compris dans les plans perpendiculaires à Taxe de révolution , et la 
seconde série (s s) à la suite des méridiens de la surface. 

Si, entre les équations du rayon incident 

(x' — X)z=:i(x ^X), /z -Ù' (^' - ^)y —y(^ -X)..,. (a) , 

et celles des courbes (ss) , on élrmîne xy^, le résultat sera Téquation 
de la îérîe de surfaces coniques (C) 

(A — X)^ (y^ -f- z') =z(x — X)\<3? .(A) .(CC). 

Ces surfaces sont une suite de cônes à base circulaire dont Taxe est 
celui de révolution , et dont les centres sont tous placés au point 
^:=r:X,yzi=LO,i:=zo. 

Si, entre ces mêmes équations (a) et celles des courbes (ss), on 



« 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 19 

clhnine x/^, le résultat sera l'équation de la série de surfaces 
coniques (C) 

y^Bi (C'C), 

en sorte que ces surfaces se réduisent à une suite de plans qui passent 
par Faxe de révolution. 

Si, entre les équations du rayon réfléchi 

-^(x')(i^i)-=zi(x-x'). y'i-iy,'^(/)(y^y')z=y'(x^x'). . .(A), 

et celles des courbes (s s), on élimine xy^'î, on aura la série des surfaces 
développables (S) 

-^^ (A) (y- ^ l^) — (^ (A^\x — A-\- -irfAJY (SS). 

Ces surfaces sont une suite de cônes à base circulaire, qui ont pour 
axe celui de révolution , et dont les centres varient pour chaque valeur 
particulière de la constante arbitraire A. 

Si, entre les mêmes équations (AJ et celles des courbes, (s^s^j on 
élimine xy'i, on aura la série des surfaces développables (S ) , 

y = Bi (SS'.), 

ces surfaces se réduisent à une suite Je plans qui passent par i'axe de 
révolution. 

Pour déterminer les arêtes de rebroussement (a-) (</) de ces surfaces 
développables et les surfaces caustiques ("Si) (^), qui sont le lieu des points 
de rencontre de tous les rayons, il faut commencer par substituer dans 
les équations ^iCy) /(tr^ [3.], les valeurs deMNO, M NÙ , ce qui donne 

x'^-^-^ix'). y—y'=.—y', j — j/ = _ 2'. . .(G) . 

/? = ^7«* -+- n» -H 0»/ A = — \^^(x) -H <^(x)'i' (R), 



. ^. <i.(x')^'(x-)-:L^(x^) _ ■__ , ^(x')9(x')-:>.9(x-) 

— '"^ ■i(x')if'(x')-7.v(x').<i' (x')^ ^~ ^ *(x')9'(x'J-Z9(x')-i'(x')"' 
_ y _ _ ^(x)9-(x')-X9(x-) ^ 

î ^~ ^ ^(X')f' (x') — 2.^(x')^' (X-) •. ^ " 

i . ■*(x')<f'(x') — Z(f(x') 

Cz 
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Si, entre les équations (s s) et (G), on élimine *'/ g',, on aura celles 
dés arêtes de rebroussement (<r) des surfaces développables (S) 

X =z A — 'i'.fAJ, y-=iQ, Z=0 ((r<r), 

doù on voit que chacune de ces arêtes de rebroussement se réduit à 
un point situé sur l'axe des x. 

Si , entre les mêmes équations (G), et celle de la s}xt(2LCt/^'+'i'"z=i^(x), 
on élimine les mêmes quantités , on aura l'équation de la surface caus- 
tique (1^) qui est le lieu de toutes ces arêtes de rebroussement (cr) , 
et qui se réduit dans ce cas-ci à Taxe de révolution 

y =: o, 1=1 o.. (S). 

Si, entre les équations (s'sj et fG^J, on élimine ^y 2, ^^ aura, celles des 
arêtes de rebroussement (a-'J des surfaces développables '{S*J , qui , quoique 
placées dans le cas présent , n en ont pas moins chacune une arête de 
rebroussement formée par la suite des rayons consécutifs qu'elles con- 
tiennent. En effet , on peut éliminer directement x'/i entre la der- 
nière des équations (jsj , et les deux dernières des équations (G'J , ce 
qui donneyzizBi. Quant à l'autre projection, si on élimine j'entre la 
première des équations {s'sj, et la dernière des équations (G'J, on aura 

mais au moyen de la première des équations (G'J, on pourra déter- 
miner x' en fonction de x , en sorte qu'on aura un résultat de la 
forme 

zYi -4- B^j = X'(^J' y — Bi ('tV). 

Pour déterminer la surface caustique (yI) qui est le lieu de toutes 
ces arêtes de rebroussement , il faudra éliminer x y î entre les équa- 
tions (O) , et celle de la surface /* -f- j * = ^(^') > ^^ éliminer la 
constante arbitraire B entre les deux équations (œ tr) ^ ce qui donne 
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équation qui appartient aussi à une surface de révolution : les points 
où cette surface (y1) coupe l'axe (i:,) , et qui sont donnés par l'équa- 
tion y^(x) =1 o, sont ceux où le maximum de lumière est réuni [8.], 
et se nomment foyers des rayons réfléchis. 

Si on veut déterminer sur la surface/* H- j'* =i ^(^') ^^s courbes 
[s) (s) [5,], qui sont le lieu des points particuliers des courbes (ss) (s s) 
pour lesquels deux rayons consécutifs cessent de se rencontrer dans le 
même sens , il faudra substituer dans les équations /s) (s) les valeurs 
de M NO, AfN'(y,oii aura alors 



yi=-o, /* ^H z'* = o , ou y i=z o , z' = o ^(s). 

Ces équations appartiennent au point de la surface rencontré par l'axe 
de révolution. Il faut cependant observer que domme l'équation précé- 
dente donne — ^ o , — :zz: o , on pourra encore y satisfaire en 



n _^ 

m ~^ * m 

faisant m z=z dtz 00 ^ ou 



T=f 



équations qui appartiennent à un cerclé dont tous les rayons réfléchis 
sont parallèles à l'axe de révolution et forment une surface cylin- 
drique lié) asymptote à l'axe ^S/ 

La courbe (s) , en substituant les valeurs de M' N' O , devient. 

■^(x')<^'(x') — 2 q> {x'J -ir' {x'J = o, /* -»- z" = <p'{^'J- . ./s'J, 

équation d'un cercie dont tous les rayons réfléchis forment une surface 
conique /'L'J asymptote à deux nappes de la surface {li'J. 

Quant au nombre T=e (o^R) (d ±R-)/^- [8.] qui exprime la 
clarté de l'image du point lumineux, on a 



\Dz!:[^'f''J-*-9{'^JY] [D[^{x'Jr{x'J-^pfx^J■^'^x'J]^[•^'fx'J-^-f{x'J]- [^fx'Jf^x'J-iftx'J] )A«' 

Si on se propose de déterminer une surface de révolution telle 
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que tous les rayons réfléchis soient parallèles à son axe, on aura à 

renpipiîr la condition - — = o , — = o , ou 

•* . m m 

Or , en substituant pour <^ (x) et <^' (x) leurs valeurs .y"" ^— 2 * 
^^ ^ d^' ^ ^ '» cette équation devient 

(y ^ zV^^'" — (y'dy -H t^îV* - 2^^' — X)(ydy ^ ^d^jdx' = o, 

et son intégrale 

représente les paraboloïdes de révolution qui ont leur foyer au point 
X "=:, X , y 'z=z o ^ izizo ^ n étant la constante arbitraire qui particu- 
larise chacune de ces surfaces. 

On en conclut réciproquement que si un paraboloïde de révolution 
est frappé par des rayons parallèles à son axe , tous les rayons réfléchis 
se réuniront au foyer. 

Déterminons actuellement une surface de révolution telle que tous 
les rayons partis du point ..... .jir = X , y zzz o , i z=. o , 

se réunissent en un second point x z=z X', y zzz o ^ ^ "zz: o ^ 
les équations du rayon réfléchi étant 

^(Z—ï)=^o (x-^x), n(i—i) =0 {y—yj : -(A) , 

la condition qui exprime que tous ces rayons passent par le point 
x z=i X , y zzzo ^ i^iz o ^ esX, 

— mi'=z:o(X — X ) , ni=ioy . 

Substituant à mno leurs valeurs, la seconde équation devient identique, 
et la première donne 

Or si , comme dans le cas précédent, on remplace c|) (x) et <^^ (x) par 
leurs valeurs , on a 

^ '^(%n' — x—X')(ydy^'Cdi)^^o', 
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équation xlpnt j'intégrale est 

et qui représente les ellipsoïdes de révolution qui ont leurs foyers aux 
points xziz.Xty'^^-Oy jp^-o^ ivrzzjif^^zizo^ 2 iz^oyô* étant la constante 
arbitraire cjui particiilarîse chacune de ces sur&ces. On voit que le 
petit axe de ces ellipsoïdes est exprimé par .2Ô, et ie grand axe par 

[10.] Avant de pousser plus loin i application de l'analyse précé- 
dente , nous exposerons plusieurs axiomes d optique nécessaires au déve- 
loppement de cette théorie. 

i."* Les jugemens que nous portons, dans les phénomènes de l'op- 
tique , sur la distance et la grandeur des objets^ «ont déterminés par la 
comparaison des sensations que nous éprouvons dans la vision simple. 

2.^ Nous jugeons de la distance d'un objet dont nous connaissons la 
véritable grandeur, d'après sa distance apparente, sa grandeur appa- 
rente et sa clarté apparente. 

3 .^ Nous rapportons la distance d'un point lumineux au lieu d'où les 
rayons divergent; ainsi, lorsque nous apercevons l'image d'un point 
lumineux sur un miroir courbe, nous rapportons sa distance aux points 
du rayon réfléchi rencontrés par les rayons consécutifs, et par conséquent 
aux points où ce rayon est tangent aux deux surfaces (S) (S'). Si l'œil 
est placé entre ces deux caustiques , il rapporte la distance du point 
lumineux à la seule caustique qui est dans la direction du rayon visuel ; 
mais si les deux caustiques se trouvent dans la direction du rayon visuel , 
la distance apparente est une combinaison des deux distances de l'œil 
aux points où le rayon réflécM les touche. 

4**' La grandeur apparente d'un objet est une fonction de l'angle 
compris entre les deux rayons 'visuels qui sous-tendent ses extrémités. 

5.° Enfin, comme la clarté d'un objet éclairé diminue en raison de 
son éloignement , si , par une nouvelle disposition des rayons , cette 
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clarté est modifiée, ce changement influe sur le jugement que nous por- 
tons relativement aux dimensions ou à la distance de l'objet. 

[l I.] Nous commencerons par considérer un miroir plan, et nous 
supposerons . que sa surface soit le plan des 7 2 j en sbrte que les équa- 
tions [5>.]/* -+• Z*î= ^ • (^') ^^ ^y^y ^ ^ Z^Z''= ^'(x)dx , devien- 
dront X z=zo, dx = 0. On en conclut que ^ est une variable arbitraire, 
et cp' = 00. 

m = \(x) = X, n =/, == '(, 

dx = o, ydy -H 2^3' = (s), 

dx = o, yi-î ' — idy' = o (s) , 



/ =0. / = ^2 : (s's'). 



A-Y/ -H ZV = C^ - ^/^* (CC). 

^'=•^2 ....(C'C).^ 

X^(f H- Bz)=(x-^X)^d^ (SS). 

y^ Bz (S'SO. 

Ar=A'=--i, /?— /?'^ — ^^»-|-/»H-2V = — ^» 
x== — X /?=o, Z:=o, (<r<r)(<r'<r')(Z)(Z'), 

j, ^/> -»- a;»j?/;' 

* ~^ (D--R)(D — R) — ^* 

On voit, par ces résultats, quç le? surfaces développables (SS)^ îois- 
mées par les rayons réfléchis , sont une suite 4e cônes semblables aux 
cônes (CC) , et qui ont leur centre au point x^^-r^^ X , yz=zo,x, = o* 

C'est à ce point unique , qui est le ifeu constant de l'image , que se 
réduisent les arêtes 4^ rebroussement Xo'if) (<''<'■') et les surfaces caus- 
tiques (2) (S'). 

Ce point est situé derrière le miroir , à une distance égale à celle a 
laquelle se trouve, en avant, le point lumineux. 

La 



\ 
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t 

- La valeur de T indique que la clarté de l'image est la même <jue celle 
de l'objet. ; . 

[12.] Supposons actuellement que la surface de révolution propo- 
sée [p.] soit une sphère d'un rayon /, ayant son centre à l'origine des 
coordonnées ^ l'équation du miroir sera . . 

x^ -+-;'* H- 2* = /% 
d'où on tire 

et en substituant dans m no 

m=z \(x) = . ^.J^^.x - -' '*='^' *' = 2' 
les deux séries de courbes de réflexion ^seront / 

x'zzzA, y* -H z'* = /• — ^*..... :{ss), 

i^(i ^- BV = / - x\ y = Bi, . .,, . . . .:.(s'^). 

Les équations (s s) appartiennent à une série de cercles parallèles au 
plan dès^2^ et les équations (s's^), à une série de grands cercles dont les 
pians passent par l'axe des x , et qui se projettent sur les plans des x^, xy, 
suivant une série d'ellipses qui ont toutes le même grand axe fé 
Les deux séries de surfaces ^coniques concentriques sont 

CA — X)^ (f -H -C) = {x - X/{f^ ~ ^V (C^). 

y = Bz.. (C'C); 

L'équation (CÇJ expjrime une suite de cônes à base circulaire , et l'équa- 
tioiî/C^Cy^ une suite de plans qui passent par l'axe des x. 

Les çurfaces développables formées par les séries de rayons réfléchis 
qui se rencontrent consécutivement, sont 

y =-Bi. ...:.:...:. > (s-s-). 

Les surfaces (SSJ sont une suite de cônes dont les centres se trouvent 
ikif lixé des X. i ' 

XIV.* Cahier. . D 



26 .GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Les vaieurs de' A €t A' sont » '.: , 

■a = -i, a' = ~ r^--W^;6>»-.-jrj_^ 



en sorte qu'on a 



X 



ji^^j^xX *. 



-'. 



j»»(>* -+- iA» — 3*' A"; 



y = O' , i = 6..... .(G), 






J>» — J," 



y — ^y ^ fi'ffi'^xX'-^x-x) 7 ••t^;. 

J*' — *'• 

/î_rm»+n»H..V'A_ —————— ^.^;,A--3;,'; 

Si entre les équations (s s) et ^C/ on élimine x'y ^ , on aura 



pour équations à^^t^ arêtes de rebrouss^ment dès sur^es déveioppàbies (S S). 
pes courbes se réduisent à une s^uite de points situés sur l'axe des x^ 

Uéquation de la surface (^) , qui est le lieu de toutes ces arêtes dlç 
rebroussement p sera 

'y ■ 1 1 ■ o f ^ I ' o»* •••• » f>«»é • • • • « • • • (.*#)• 

^i entre les équations (s ^ ) tX.(G^) on élimine x y' i^, on aura \ts 
équations de i arête de rebroussement (^'^') ; et si entre les mêmes 
équations (G ) et l'équation x"- -*- /* -*- j'* = ^* on élimine x'y''^^ 
on aura Téquatîon de la surface (^^^^ ^ui est, coiilme nous lavons vu; 
une surface de révolution. Maïs, safts avoir recours à cette élimination, 
nous pouvons considérer simplement les cercles générateurs de cette 
surface , qui sont évidemment formés par fintersection consécutive 
des surfaces /'JvSy. On aura dortc Téquation de ces cercles en élirai-' 
nant ^y^'i entre les équations (^jj^ et (G) ; ce qui donne 
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Si on éiimîne la constante arbitraire A entre ce» <ïeux équations, le 
r,^,At^t c*ro U surface caustique {^'). 

Le» équations /jj du cercle sur lequel les rayon* se réfléchissent parai- 

ièlement à l'axe des x, deviennent 
et féquation 

/-*-zV=r4-y*-/v-^..:.. ,(2î). 

est celle de la surface cylindrique formée par les rayons réfléchis sur 
cette courbe. 

Les équations /s^J du cercle dont tous les rayons réfléchis forment 
une surfecé conique asymptote à deux nappes de k surface (X^ ,. son^ 

et la surface conique proposée est 

On aurait également obtenu. ks équations /s'J en faisant x =r: oo dans 
les éq[uations (é^Jr ) ^ 

Quant au nombre 7^ qui exprime la clarté de Tioage du poiiH; 
laminetix^ pn >a : / 

4 

Nous laisserons à R-et à R^ le signe positif, parce que dai^s ie 
cas que nous considérons f, ces quantités seront toujours positives quand 
elles seront au-delà du plan tangent, et toujours négatives quand elles 
Siéront en^aVant. - • ; - 






I3-J NoUs allons e)cposer, au moyen des équations précédentes , 
lés (lîvers 'phénomènes que présentent lès riiîrbbs sphériques convexes 



'w . .. • : ! ' 



OU concaves, "^^ — - ^ 
.iPoiH^fi>à?]t: les idées, fiions pd'^dro^ ks x positive^; eu avant du jdidn 

iktjpDSi et ks^br i^égutiviçsi.dù c6té .^posé» ^ , 
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' {Fig. I."J. Considérons d'abord le cçs des rayons lumiheiix parallèles , 
on aura A'= oo , et l'équation dçs surfaces coniques (^^JT; devi^n^,» ^Ji 
substituant à la constante arbitraire A la constante arhitraire x qu'elle 
représente , 

(/" — zjf'VY/ -t" ZV = {f' —y*Jff — 2x'x).. . . . (SS). 
les valeurs positives de x' appartenant au miroir convexe , ci les valeurs 

négatives au miroir concave. 

Les centres des surfaces {SSJ auront pour équation 

^ \y=0, z=0...... {<r<r), 



2X' • 



ainsi x étant toujours de même signe que x\ tous ces centres seront, 
pour le miroir convexe , en ayant du plan des yi, et pour le miroir 
concave, en arrière de ce plan. 

Les surfaces {SSJ consécutives se coupent suivant les cerctês 



X 



"'-"■• / -H 2- = i>l^^ ...;.. (:='"). 



La suite des cercles j^X'jjy) forme ia surface caustique (^J , et comme 
toutes les valeurs de x sont comprises entre y> et— r-^., on voit que x* 
sera toujours'de même-signe que x-, et que la partie de ia; surface (^'), 
qui appartient au miroir convexe, sera toujours en avant du plan -des ^j, 
e: la partie qui appartient au miroir concave, en arrière de ce plan. 

' Si entre les deux équations (^'ss) on élimine la èonstante arbitraire x' , 
on"2^ura l'équation de la surface caustique (^''). 

Cette surface coupe Taxe {^J aux points ^ = o^ 2z;z o, oa 

^ = :^b — , qui sont ceux où le maximum de lumière est réuni , 

en sorte que , le foyer des rayons parallèles réfléchis est, pour le mii*oîr 

convexe, x = -^, et pour le miroir concave,\3f = — ^tt- qo: 

Farlni Jes surfaces (SSJ, il y en a deux qui se réduisent A des pîans 
per{>endiculaires à l'axe des x. Qr, l'équation de ces deux surfaces • 
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lieu inddpendamment des valeurs de /' -1- ," Intrr,d„;„ , 
diuon d»n« 1V„„»,T„„ /CTi -. _ . -^ ::^ ^ ■ '""■°''"'S'"'t cette con- 
, = Ar' = ±-;- (SP). 

Ces deux plans touchent la surface f^'J suivant deux cercles dont on 
(Xi'ssJ , ce qui donne 

Les équations du ^cercle sur lequel les rayons se réfléchissent paral- 
lèiement à l'axe des x , sdnt 

x' ■= o, y^ ->r- i^ ^ f /j;. 

et la surface cylindrique formée par ces rayons, est 

f -^ i — f ,(S); 

c'est-à~dire, qu'elle enveloppe la sphère suivant le grand cercle qui 
sépare le miroir concave et le miroir convexe. 

Quant au cercle dont les rayons réfléchis forment une surface co- 
nique asymptote à deux nappes de ia surface ("SJ) , on aura 

'^\X, _,. H- j. = _ Aj^. //;. 

résultat imaginaire , d'où on conclut que la surface ("ïJ ) n'a pas de 
nappes infinies. 

Pour obtenir les. valeurs de ^ et R' , on observera que A z= -V 
;^ 00 , et on aura 

fl = -f^, /?' = 4- («)("')■ 

V? et R' sont toujours de même signe et situés du même côté d'un plan 
tangent. En second lieu , ia surface caustique ("ïJ ) étant comprise entre 
ïes plans x-=z-àz -~ (SP) et la surface cylindrique;'* H- j':=/*/S^, 
sera toujours renfermée dans l'intérieur de la sphère ; en sorte que , 
1 ." dans le miroir convexe , tous les rayons se rencontrent au-delà du plan 




J 
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Leent . et Tmage «, sMe dmièrt U miroir; ..« J^m te «iroirconcme. 

IX! les rayons se rencontrent en avant du pUn tanpnt. et Umage .* 

On peut dé]k conclure de là , par induction , que lorsque des rayons 

parallèles frappent un miroir convexe quelconque , ifs divergent après 
s etfe renecnis , et que lor^qims rroppent un inixuu cun^arc T{ucicoiiq[ue 

ils convergent après s être réfléchis. 

Quant au terme qui exprime l'intensité de la lumière, on a 

On aura le maximum d'intensité de lumière^ aux point; pôUr lesquels 
2. x'D -H /* =3 G > 2 Z) -f- ;f' =r o ; équations d'où on tire xzzzdtzf , 

valeurs qui, substituées dans (S/ss), donnent xzzzrfc: —, /?rr/?'rrrt:— , 

résultats conformes à la position àé]k connue des foyers des rayons 
parallèles réfléchis sur les miroirs sphériques, convexes et concaves. 

[ I4«] Supposons actuellement à X une valeur finie, mais plus grande 
que f , en sorte qu'on ait Xzzzff, f> i. 

Nous déterminerons avant tout les limites du miroir convexe et du 
tnîroir concave. Si du point lumineux x z=z X , yzzzo ^ i^iz o^ on 
enveloppe la sphère par une surface conique , Je cercle de contact sera 
la limite des deux miroirs. Or le plan tangent à la sphère en un 

point// 2', est x(x — x) -+-/ (y — y) -+• i(z — 27= ^ î ^ *^ ^^ 

exprime qu'il passe par le point x'zziX, yzzzo^ ^=0, on aura-ia 
condition x'X ~ /* — /* — ^ * =: o , ou x' =1^ = -^• 
Le miroir convexe sera donc compris entre les limites 

x' ziTL f, ^X X •=: ^ 



— f ; 

et le miroir concave entre les limites 

X =: ~t et X =s — fn 
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Cela posé, les surfaces (SS) seronr 

[Cp — ax'/;x' -^rfY cy-^zV = 6»* -^vUj» -2*'/;* -t-j»»/)» (ss). 

La position du centre de ces cônes sera 

'' = 2xy~j> ' / = o, z = o ((To-). 

Cette valeur est positive depuis x^ z=z f jusqu'à ix^ — ^ = o, 

ou jç- = -^. Or cette dernière limite étant comprise dans celles du 
miroir concave , x sera toujours positif pour le miroir convexe : il est 

négatif pour le miroir concave , depuis / = -£p- jusqu'à / = — f. 
Les surfaces {S S) consécutives se coupent suivant les cercles 

et le lieu de tous ces cercles qu on obtient en éliminant x^ entre ces 
deux équations, est 1^ surface (£')• 
Les surfaces (SSJ qui se réduisent à des pians, sont 

. = ^.L±Û*WL (SP> 

Ces surfaces sont situées, l'une en avant du plan des/j, et l'autre 
en arrière de ce plan; et on doit observer que quelle que soit/", les deux 
valeurs de x seront toujours comprises entre les limites xz^zzt: f. 

Les équations du cercle sur lequel les rayons se réfléchissent parallè- 
lement à l'axe des x, sont, 

^ "-^ a/ 7 ^^ c — / ^ya /(V » 

et la surface cylindrique formée par ces rayons est 

Quelle que soit la valeur def, le rg^^on de cette surface est toujours 
moiiKlre que celui de la sphère. 
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Quant au cercle j[5) , dont les rayons réfléchis forment une surikce 
conique asymptote à deux nappes de la surface (^ ) , on aura 



Or puisque/ est > i , ces expressioi^s sont imaginaires et indiquent que 
ia surface caustique f^'J est composée d'une seule nappe. / 



JR = — ^ — , R' 



3^^'f—J> * J'-HZ/'j. — 3*/ ' ^ 



j._.^ (D^A)-RR- _, (D^i.)*s(x-f.^,) 



I .^ Considérons d abord ces résultats dans les limites du miroir «w- 

r . f f 

vexe, X z=zf, x = -y • 

Entre ces limites R et R' sont toujours positifs et situés d'un même 
côté du plan tangent. En second lieu , la surface caustique (^^J étant 
comprise entre les plans (SPJ et la surface cylindrique /Sy), elle s* 
trouvera renfermée toute entière dans l'intérieur de la sphère ; en sorte 
que ï image du point lumineux sera toujours située derrière Je plan tangent an 
miroir. 

De plus , R est compris ejitre les limites Rz=z A — et /?= A , 

•t R^ entre les limites /?' = A — ^ , Z?' = o, et on a toujours 

/?< A , /^< A , A étant toujours la distance du point lumineux xz=:X'^ 
y zzz o , z :=z o , SLU point x'/ 1\ où se fait la réflexion. Or, la dis- 
tance A' de l'image du point lumineux au point x'/i^du miroir, étant 

-*-- est comprise entre les limites A' =: A — 7— — , A' z= A -- ^ 

et on a toujours A'<A, en sorte que le point x z= X , y :=: o p 
2 = 0, sera toujours vu a une distance de la surface moindre que sa dis-- 
tance réelle. 

i R 

On a, d'après le paragraphe [8.], les deux rapports -r- z=z — , 

V R' ' • ' ' 

YT =^ "X" » ^^ P^^ conséquent i<k, ï <U , donc deyx raypijs 

consécutifs 
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consécutifs partant du point lumineux et comprenant un angle / , après 
s'être réfléchis , comprendront un angle k>i ^ c'est - à - dire , qu'ils 
divergeront davantage. Réciproquement , si deux rayons convergens 
comprennent un angle k , ils comprendront , après s'être réfléchis , un 
angle i<k. Si au fieu de considérer une suite de rayons lumineux 
partant du point x :=:z X , yzzz o, ^mo^on considère une suite de 
rayons visuels partant de ce point, comme on aura toujours i<k, 
i' <^' , on aura aussi somme de i zzz I < somme de A ==: AT, somme de 
i' = /' < somfne de k' = K' ; donc , si les deux extrémités d'une 
ligne Osbutendent un angle A^^ son image sera vue sous un angle /<ir^/ 
d'où on conclut que la grandeur apparente des objets vus sur le miroir 
convexe est moindre que leur grandeur réelle. 

Les caustiques (^) (^') étant situées au-delà du miroir convexe 
comme dans le miroir plan , ces objets seront vus dans le même sens 
que dans ce miroir , c'est-à-dire, qu'ils conserveront la mime position que 
s'ils étaient aperçus a la vue simple. 

Enfin , comme on a toujours T< e la clarté des différens points de 
l'image est toujours moindre que leur clarté réelle. 

2.^ Considérons Jes mêmes quantités dans le miroir concave, et en 

premier lieu dans la zone sphérique comprise entre les limites x' ^= y # 



/ 



• 

R est renfermé entre les limites Rz=:A^ et/?=:oo,et/î' entre 
les limites JR^ zzz o, Z?' == — A —^ , et on a toujours /?> A 

— Z?' < A , /? est situé au-delà du pian tangent , et /?' en avant de ce 

plan ; mais comme on a toujours /?> — Z?', la distance A' = 

sera toujours comptée dans le sens de R, et par conséquent au-delà 

du plan tangent , en sorte que l'image sera située derrière le miroir. 

£n second lieu , la distance A^ étant comprise entre les limites 

A' = — , A' = 00 , /^ distance de l'image , après avoir été moindre 

que la distance de t objet, s'éloignera à l'injini. 

XIV.' Cahier. E 
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. £iid sçra dr0he.xlan5.le. seriS'des angiejSîAr «t: renversée dans le sens 
des angles % U , lorsque D=zoo. . r . 

Au-<lelà de la limite x^ :;:^ - — , les lignes R et R^ étant de mèine signe 

et situées en avant du miroir, l'image sera renversée dans les deux^ sen^, 
$i D>jR; elle continuera à être augmentée dans le sens des angles ik, 

^lesei^af 'toujours:. dimiiivâd du tiers dan$ le sens des angles r'AViprs* 
que D = 00. 

po^tio^ du loyer^, x = — Pi^Çt ^ substituant dans ((to-J ou f £ jj/ 






3" « 



[l^.}, {Fig. IVètV.) Nous alfons actuellement supposer le point 
Imfrîiieux. dans, fiatériçyr de-J&Hsphère/ en sorte^ qjvff letf . ôbsepratiofis 
suivantes ne sont relatives qu'au miroir sphériquç concave. 'Nous ferons 
doiic\Âf positif, ipais moindre qàê ^i r. "~ " 

1,3' position des centres des. surfaces (ss) est, comme nous l'avons 
vu [13.], . . 

Cetije-vdeur «at 'vj?6iBÎtiye pooir^e *"iniroî^ concave' qui eist .âin^vâht du 
pteft 4b,^:>Z, ,ia^it,iqu.r,ft/^.-- •£* est .ppsitif.,^!%iue.4cfi|l9 vaifsur 

s'obtient donc par. l'équation zx X :rrr- ff^^^.i\0ii te si^iz^-^^i ihw 
comme x* ne peut pas' -être plus grfiipd'-qùe Ç-, li-pli:^ -grande valeur de 

^iê ritiûtë- ^èrh y 'ttd^i^^^^/'fet. j^r conséquent ta woindi^e 'yalèur 

aë-Y/^= — . Ainsî , tairtr ^vé X- ^rtt compris eiitre '} et'i^ , ie» 

centres des cônes (^^S^^S^^i^ appartiennent au miroir. ànt^rieur^, seront 

< • 

^siti6 depuis x^zis /jusqu'à, jr':=rr^^; mais M<^<;e8t,i|taihfire:qtie>^i» 
I.» Supposons d'abord ^>r^.,.c;c»t-è-d|rç^, ^JÇjZ^-/^^/,4tam^^}^^ 



.'J 
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nombre plus grand que — , et^ moindre que . i . , et considérons ce que 

deviennent, dans cette hypothèse, les équations du paragraphe [15.]. 
Les surfaces (SS) se coupent suivant les cercles 

Or, Dour le miroir ^antérieur au plan des ^'g^ ^ ^st positif et égal 
^ / Jr__ ^ quand /.= /, il . devient , infini quand , 

après cette limite , le déjipminateur devejnant positif» x passe subite- 
, ment de Tinfini positif à i'innni négatif : ce qui indiqué que la sur- 
face c&ustique j^E^ es^|. composée- de ddux nappes înfiniesT^ 

Le dénominateis" çonûnxxBxAfkimxpOi^vXer ^ ,1^^^^^ $« 

rapprocheront du.pjan des yZà^ W dépasseront de nouveau quand le 
numérateur deviendra positif. Ils n'en rapprocheront ensuite pour se 

temmèr aiï- delà' cïè ce plan àla vd'èliirVii^ghlivë Ar'^r^^ — /' ^ ' ' I "q^i 
a lieu lorsque x z=z — f. * • 

Chî'4, leS'Vaïé'urs des /i/^iriwzrret w«/i;//à des v^Ieiirs de-xxrjeA/.diffé- 

\ a - ' • . 

rendant l'^çtipji /s;^j^/ par. rappjOft à,/, %^^,ff^ff^\-:T»û=\'^-! 



équatiw^ dppUes -trois.r^çm^&isont,,,; . " , ,. ,.. „.^ ,^ -, .., y/.,,,,,, 



S -5r//?»i " Jf.frrr.^ i!.» "?! ! ' ' r» uL >ro ? »^'r(ix:!.>*^, ."■'— /■ 



^. 



,4/ — ..-> 



' La substhutîoh dé c^te'pf^itvièfe'lrdéfnridanéi'ies ^uatiôhs. ^S^;r4^; 
jiétermine ùh cercle qui conf ien| les ppints; 4e r«broussement de toutes 
les arêtes /<r' <r') , et qui est un; arété de • rebroussement de la sur&ce 
caustique (:£!). 
' ' La secoiVde vàfëvf -de a:^ est évideinnient un^ss}blè,puisqaVfHé donne 
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le cercle de la dernière nappe de la surface (iJ) le plus éloigné du 
plan des y j. Uéquatîon 

qui donne celles dés surfaces ^i)/ qui se réduisent à un pian, étant 
identique avec les deux dernières racines de l'équation du troisième 
degré que nous venons de considérer » est susceptible des mêmes obser- 
vations. Ainsi, la première valeur étant impossilble , il n'y a dans ce 
cas qu'une seule des. sur&cc^ (^^^ qui . 9e réduise à un plan perpendi- 
culaire à l'ax^ des x. Les équations du cercle sur lequel les rayons se 

réfléchissent iparallèlemënt à Taxé des x^spht '. « • 

.'■.'1 i*' 

et la sxirface cyiihdrîque iotrn^ par: ces ■ rayons^ est. . . , . 

Qpant ^tfu cercle /s' J dont les rayons réfléchis forment la surface conique 
asymjitbte aux deux nappes de la surface {ifj i on aura 

fet lia surlace côttiqué proposée àtirà poûfr équbtîon [ij.]* ! ^ 

La valeur de ^ * -f- j'* de l'équation J[s) n'est réelle qu'autant qu'elle est 
positîvjB, en sorte qu'on aura ses limites par l'équation 5/^ —i -^A^ J^ itri*i 

ou/* = ^^^ , ce qui, dans le cas'qiie nous éonsidérons\.9 .^ iféduit 
àl/zfs \^ f-zzi -^i Aiai» par^ les valeiinfi de / comprises ;4&n$ [ces 
limites , il y en a une qui donnera 4un ffiâximum ^our /^ H- Y*» ^ 
on Tobtient par jfa condition — ^^ ^ ■ = o ,* ce qui donne /*=± — ^ i 

dans ce cas I la valeur de (jf^ -+- j'*^* devient ^^ en sorte que pour 
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Examinons actuellement les quantités 

dans les hypothèses /> -— et /< i . 

R et R' sont positifs et situés au-delà du plan tangent, depuis x zzi f 
jusqu'à f-^^j* f — 3 *y = o , ou *' = y> '"^!r , en sorte que 



3/ 
4 image du point lumineux est toujours située au-delà du miroir, 

(F$g. IV et V.) En second lieu, dans les mêmes limites /?>A, 
B!>A\ i>K,i>K! : donc deux rayons contigus comprenant un angle i, 
après s'être réfléchis, comprendront un angle A^</j cesc-à-dire, qu'ils 
divergeront moins après la réflexion. Réciproquement , si deux rayons 
* convergens comprennent un angle k , après s'être réfléchis , ils com- 
prendront un angle i>k, c est-à-dire, qu'ils convergent davantage; et 
en raisonnant comîhe dans le paragraphe [i7.]f on en conclut que lorsque 

l'objet est situé à une distance de la surfece moindre que —, sa 

grandeur apparente surpasse sa grandeur réelle dans les parties du miroir 

comprises entre les limites analogues à x' rr: / , x' rr: ^ -r^ . 

(Ftg. VI et VIL) Cette conséquence est évidente , d'après ce qui 
précède , lorsque les rayons qui partent des extrémités de l'objet o > 
convergent vers le miroir pour se réfléchir ensuite vers l'œil &»; mafo 
on conçoit qu'il y a une position de i'ceil pour laquelle ces rayons sont 
parallèles, et qu'enfin si l'oeil s'éloigne davantage du miroir, ces rayons, 
pour se réfléchir vers lui , doivent diverger entre eux comme , par 
exemple, ceux^qui partent àà% extrémités de l'objet o' , et qui se réflé- 
chissent vers l'œil »' : dans ce cas, on conclut, à fortiori, que l'image U 
de l'objet sera plus grande que l'objet o' lui-môme. Les lignes R et R! 
étant situées , ainsi que les caustiques , au-delà du plan tangent , comme 
dans le miroir plan , l'image ne sera pas renversée. Enfin , 



[D(ix-f-~j,) + Aj,][z;r> -^ */*/ -3*'/; -»- A^'^r-j.;] 

donnant . constamment , disais tes mêmes limites , T>e, la clarté àe l'image 
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sera toujours plus forte que ceiie de l'objet » ce qui contribue à dimi^ 
nuer la distance apparente ou à- augmenter la grandeur apparente. 

(Fig. IV et V.) A la limite x z= f -—- , /?' passe de Tinfini positif 

à rînfinî négatif; mais on a encoje ^ — i' > k\ jusqu'à la limite x z=iff, 
qjii donne /?'= A , — i' •=: H : donc entre ces limites» pour Toeil 
situé au\point x'zziX, yzzzo , 2= ^ » ïintage de t objet est augmentée, mais 
renversée dans le sens des angles tU, si D>R'. 

Quant à /? , il ne change pas de signe entre ces limites , et on a tou* 
jours R> A , i>k, en sorte que Vimage continue à être augmentée et droite 
dans le sens des angles ik, c est-à-dire, dans le sens perpendiculaire au 
plan <juî passe par Taxe des x. 

fFi^. IV.) Sif> • — jr , c'est-à-dire, si/> --^ — ^ comme entre les li- 
mites x':=z/f, x'-^i-^ , R est ppsitif et situé derrière le plan tangent, 

/?>A, i>K , B! négatif et situé en avant du plan tangent — /?'< A, 
— i' <k' , {'objet paraîtra augmenté et droit dans le sens des angles ik, et 

diminué et renversé dans le sens des angles i' k' ,ûD> —■ — «r . 

A la limite x =i; — ^ , K passe subitement de l'infini positif à Tîn- 

|inî négatif; mais on a encore — /?>A, — i> k, jusqu'à ;r = o , qui 
donne /?=- — A. Ainsi, dans ces limites, V objet paraîtra augmenté et 
renversé dans le sens des angles i k , diminué et renversé dans le sens des 

angles i'k. Si, au contraire, /< — — ou /< -^ — , comme entre les 

limites x z= —tt-, x' == -7—» R est négatif — R > A, — i' > k, Rf 

négatif — 'R^>A, — i^>k' , ï image sera augmentée et renversée dans les 
deux sens, si D>R. 

Après la limite Ar=/jp,/? est négatif— /?> A, — i>k, jusqu'à x'=zo, 
qui donne /?= — A, — i =: A ; Z?' est négatif — R' <Ùl, — i<l{. Dans 
ces limites , ïobjet paraîtra augmenté et renversé dans le sens des angles i k , 

"7 A f?' 

si D>R, diminué et renversé dans le sens des angles / k' ,^ si D > ^^, ■ 

Qjuant 
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Quant au second miroir concave compris entre les limites x'zzz o , 
x' = — f , comme on a constamment R et R' négatifs et situés en 
avant du plan tangent, et de plus, — /?< A, • — i<K, — /?'<A, 
— i <K' , ï image sera toujours renversée et diminuée dans les deux dimen- 

sions , tant que U > -t~ô" ^^ > a^r» • 

Si, comme dans les cas précédens , on substitue les valeurs x'zzidtif 
dans les équations (o-a-) ou (J:! ss), on a pour les positions des foyers, 

x=z p ^ . 

Le signe supérieur donne toujours x > f, et le signe inférieur , 

[17.] {I^g> VIII. J Si le point lumineux est à la distance A'=r — , 

on aura, en substituant pour/ sa valeur — dans ies équations du para- 
graphe [14.], 

L^IlL (SP), 



X 






/ /»-4-r = /.;//;. 



On peut remarquer particulièrement que les valeurs de x , dans les 
^uations (a-a-J (^s), sont toutes négatives et comprises entre xzzi — oo 

et JT = -^ ~-, et Ton fera sur les autres équations, des observations 

analogues à celles du paragraphe précédent. 

XIV.' Cahier. F 
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(Ftg.IX.) Soit encore ^ =r-^,/ = -^, on aora 



. = f[,±(jL/]..... ...(SP). 



/ 



o a^/ iv 2A(^x' — 4/; 

y\ — — ; I\ J—, — t 

j, /-Z? ■^-.A;'4/(<x' - 4/; 

Si enfin X :=z o, f = o , 

.^'Y/ -+- 2^; =7/ — ^'V^*.'. (SS), 

^ = o, / = o, 2 = o (tf-ir) (S')» 



*=/-^f-^ (SP), 

x' = oo, y''' -^î^ z=z — oo.../s) /s') , 

/? =r: — A, /?'= — A, ^ = ^. 

. f 19.] -L'œil placé en un point x z:^ X' , y:=.Y , izzzX , peut aper- 
cevoir sur 4e vùscàxFxy "î = o, plusieurs image» du point lumineux. 
En effet, l'équation du rayon réfléchi étant 

m(i — i) = o^(x ■— x), n(z — {) = ù(y — /;, 

on. expuime. <)iie ce rayon passe par l'oeil par ia coodilion 

Or si, aw moyen cte ce^ deux éqimfioM et de celle du mirôîr Fx^'i, 
on détermine ies coordonnées x yT^ du. point de. lasur&ce qui corre^pc^iul 



% 
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Â rimage du point lumineux, on obtiendra autant de résultats qu'il y 
aura de valeurs réelles de xyi; en sorte que si ces équations donnent 

Ê i Ê 

quatre valeurs réelles pour x y i, le point lumineux pourra être aperçu 
par foeil sur quatre points difFérens , et ainsi de suite» si ce résultat a un 

nombre de racines réelles plus grand ou moindre. 

•> • 

[20.] Si on veut déterminer sur le miroir Fxy'i m: o , la figure 
suivant laquelle sera vue par l'œil , situé au point xz=iX , y^^^Y, 2=2, 
une courbe x zz: fz* y =^ f 2 ^ on éliminera Ky ^ entre les quatre 
équations 

m(z—{)z=o(x — x'),^ n(z — i)z=io(y—y'), x^=zfz> y^^^V 

Le résultat /? z= o en x y z sera Téquation d'une surface qui coupera 
le miroir Fx^*^ zzn o suivant la courbe cherchée; en sorte qu'en élimi- 
nant alternativement x'y z «ï^tre ces deux équations , on aura les pro- 
jections de cette courbe sur les trois plans de coordonnées. 

# 

Si c'est une surface courbe 11 = o, ^11= tt^x* H-ttV^ -H7rV2=:o 
dont on veut déterminer le contour apparent sur le miroir Fx y' Z'==^^i 
on éliminera xyz entre les quatre équations 

le résultat R =.0 en xy'z» sera l'équation d'une surfece qui coupera le 
miroir Fx'/-^ z=z o suivant la courbe cherchée. 

Ces résultats servent à déterminer la forme des images » modifiée 
par la courbure du miroir. Ils peuvent aussi servir à déterminer la 
forme que doit avoir le miroir pour que l'image d'un corps donné se 
présente, après la réflexion, sous une forme donnée. 

En effet , supposons toujours Toeil placé au point x = X, yzzzV, 
2 = 2', l'image sous laquelle l'objet doit être vu étant donnée, on 
enveloppera son contour d'une surface conique ayant son centre au 
point X z=: X , y =1 Y, 1 z=iz Z, et dont l'équation sera par cônsé- 

quent <p /^,__ , -5___ ) zzz o , ^ étant une fonction donnée. 

F2 
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Or si on combine cette équation avec /? = o , on obtiendra enx'/ z', 

la valeur de — et celle de ~ qu'on substituera dans pdx' -4- ^dy 

'^rd'i =: o, et l'intégrale de cette dernière sera Téquation cherchée 
du miroir F x'yi z=z o. 

Nous avons sijpposé jusqu'à présent, que R et /?' étant du même côté 
du miroir, la distance A' [^4-] ^^ l'image du point lumineux au 

/? -4- /?' " /? -4- /?' 

point x^^ z ^^^^^ • nous observerons ici qu'on n'a A' i= 



que lorsque R — /?' est une très-petite quantité par rapport k D -+- R! , 
condition qui est d'ailleurs nécessaire pour que l'image soit distincte ; 
en effet, nous verrons, en traitant de la dioptrique, que le terme qui 

exprime la netteté de 1 image est de la forme ^^-^ _ \:^ -^ , 

en sorte que plus R — R' est petit , plus ce terme approche de l'infinî , 
et plus la vision est près d'être parfaitement distincte, ce qui est en 
général le cas qu'il importe le plus de considérer. Nous déterminerons 
cependant par la suite la valeur exacte de A^; mais comme ce caicui 
exige des considérations qui dépendent de la structure de l'oeil et de 
la théorie des réfractions, nous l'avons remis à la seconde partie de 
ce Mémoire. 

Après avoir exposé la théorie de la dioptrique , nous appliquerons 
les résultats de notre analyse à la construction des instrumens d'optique* 




4? 



ESSAI 



Sur la description des Lignes et des Surfaces du second degré. 

Par M. DupiN, Officier du Génie maritime, ancien Éiève 

de rÉcoIe polytechnique. 



AVERTISSEMENT. 

M. Dupîn se trouvait chargé d'un service militaire très - pénible , ajouté aux autres 
devoirs de son état, lorsqu'il composa cet essai; il n*a pu le corriger ensuite qu'au 
milieu d'un voyage de quatre cents lieues. On ne doit donc chercher , dans son 
Mémoire , ni cet ordre de choses qui fait naître l'intérêt , ni ia correction et la clarté 
qu'on est en droit d'exiger des écrits de ce genre : les géomètres jugeront si les 
pensées en elles-mêmes méritent l'indulgence ou l'oubli. (Anvers, ventôse an ij.) 



JLiE cercle et la sphère sont les plus faciles à décrire des lignes et à^% 
surfaces courbes, aussi sont -ils dans les arts d'un usage plus étendu que 
toutes \t^ autres, et cela doit être en effet; car, en général , ce qui rend 
fréquent l'usage d'une ligne ou d'une surface , c'est la facilité de sa des- 
cription; cela est vrai., sur- tout lorsque^ comme il arrive le plus souvent, 

4 

on n a d'autre loi à suivre que celle de continuité ; toutes les formes sont 
alors à-peu -près indifférentes pourvu qu'elles soient régulières; et le 
cercle, la sphère, dont la courbure est par-tout uniforme, dont la des- 
cription est , comme nous venons de le dire , extrêmement simple r se 
trouvent ainsi réunir tous les avantages qui ont dû les faire préférer. 

Les lignes et les surfaces les plus faciles à produire après celles-là, 
sont ensuite , et par cette raison , les plus fréquemment employées : 
telles sont toutes les courbes du second degré , et quelques - unes des 
surfaces du même ordre , celles comme les surfaces de révolution , 
pour lesquelles on possède des moyens de description; si ces moyens 
s'étendaient à toutes les surfaces du second degré , elles deviendraient 
toutes de ia même utilité , elles offriraient un plus grand nombre de 



^6 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

formes aux produits des arts, qui par -là plus variés, pourraîeflt être 
aussi plus appropriés aux usages particuliers auxquels ils sont destinés , 
sans rien ôter pour cela à l'élégance et à la simplicité de leurs fornies. 

II nous a semblé que toutes les lignes et les surfaces du second degrë 
devaient être produites par un même mode de génération, qui, analogue 
à celui de la sphère , réunît une partie de ses avantages ; nous avons 
cru qu'il pouvait être utile d'attirer l'attention sur cette méthode , et 
sa simplicité nous a déterminé à l'exposer. 

La méthode de décrire les sections coniques au moyen des foyers 
et des rayons vecteurs ne peut s'appliquer à la configuration des sur- 
faces du second degré que dans quelques cas fort rares , comme dans 
la dei^ription de la sphère et de la surface de révolution ; dans tous 
ies autres, elle devient illusoire et ne peut être employée, les foyers 
variant alors de position à -la- fois avec la grandeur des axes et des 
rayons vecteurs de chaque courbe du second ordre que l'on considère 
sur ia surface qu'on veut décrire. 

Il en est une autre qui, convenablement modifiée, peut également 
servir dans tous les cas ; elle semble réunir la simplicité à la fiicilité 
de la description ; elle a même sur la première cet avantage , que les 
{ignés génératrices ne varient pas de longueur comme le font les rayons 
vecteurs dans la précédente : nous allons d'abord l'exposer pour ies lignes 
du second ordre, le plus brièvement qu'il nous sera possible, nous 
Rappliquerons ensuite aux surfaces du même genre. 

On sait que si on conçoit une droite mobile, dont les extrémités 
soient toujours placées sur les axes d'une section conique, et qui ait 
pour longueur celle du grand axe , et qu'à partir d'une de ces extrémités, 
on prenne sur elle une distance égale au petit axe , ie point qui termine 
cette distance, décrira la section conique dans le mouvement de la 
droite qui le contient. 

(Fig. 7/9 Ainsi, si da :;=: CA, âb = CB , le point ^parcourra 
la section conique AdB quand les point a^b parcourront les axes 
CB, CA. 
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Maintenant si on mène du point d ia ligne db' n^ db, dcl sera 
toujours égal kda; dcl sera donc constamment égal au grand, er V d 
lu petit -axe. 

Ainsi une mêipe section conique pourra toujours ^\t^ décrite dcf 
deux manières différentes par un point placé sur une droite mobile , qui , 
constante de grandeur , ait ses extrémités toujours sur les axes de celte 
ligne du second degré, et distantes entre elles de la somme des axes 
ou de leur différence , et distantes du point générateur de quantités égales au 
grand et au petit axe. 

Avant d aller plus ioin , il est nécessaire d'éclaircîr une difficulté âssef 
singulière. 

Puisque Ja méthode que nous exposons ici est générale , elle doit 
convenir à toutes les courbes du deuxième ordre ; une méthode n'est 
jamais vraie pour une espèce de courbe, sans l'être aussi (plus ou moins 
modifiée) pour ies autres espèces du genre dont eiie fait partie; cepen- 
dant la méthode que nous venons de donner nest applicable qu'Sr 
leiiipse^ elle nest déjà plus exécutable pour la parabole, elle semble 
impossible pour Thyperboie. 

Cette difficulté tient à fa théorie des quantités imaginaires; d'après 
cette théorie , on va voir que ia méthode a lieu encore , mais qu elle 
a cessé d'être graphique par * la • compircation des quantités qui sont 
dtvemies imaginaires. 

X = CP ) !cs coatdcynné^ de ta Co\irhe parcourue pqr le poin{ 
\jf =z P d) générateur. 

(Ftg. //') Soient { 

, , . ( les afcs de cette courbe. 

b = a b \ 

Cette courbe devant être une hyperbole dans le cas que nous nous 
proposons d'examiner , i'up des axes est nécessairement imaginaire. 

Donc I , ~ —jh ^^"^ f^s ^^^^ ^^ ^^^^ hyperbole, 

jsont rectangles,] Qa^ zsi ad^ — Qd^ = a* * — x*, 
'«onaura.parceque/^i/i. Ç^tf ( > „ , db^ ,, ^* , 

sont semblabics , ] du* a* 
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Ainsi l'hyperbole est encore décrite par le même procédé' que Tellipse; 
mais le point générateur réel étant sur une droite Imaginaire , le procédé, 
ainsi que nous l'avons déjà, dit » cesse d'être graphique , sans pour cela 
cesser d'exister. 

On fera sans doute quelque difficulté de voir prendre à-la-foîs sur 
une même droite , des lignes et des points réels et imaginaires. Essayons 
d'éclaircir cette espèce de paradoxe. 

L'équation de la droite b da est Y — Ca = — -^ X fXY étant les 
coordonnées courantes de la droite. 

Cbz^ ^ ■' .X <^st aussi l'équation de bda, 

a ] ' 

Xizzo . . , Yzizz — , J^ — .yzzzCa 

en faisant ( ^^A/ J, ) » ^^ ^"^ ^^^^ ^^^* 

Y z^=:Op . .X:=:^ xz::::Cb 

En faisant X zzzx , Yzzzy, l'équation devient identique et se satis&it 
d'elle-même. 

On en doit maintenant voir clairement la raison; X et Y sont ^ comme 
toutes les autres quantités imaginaires , de la forme ^ -H )8|/ ~ i. 
Çn faisant X ^=:=^ x^ Y'=z y , (i devient nul, tx x , y restant par consé- 
quent réels ^ quoique coordonnées d'un point placé sur une droite dont 
les autres points sont imaginaires (c'est-à-dire , ont leurs coordonnées 
imaginaires). 

La méthode que nous venons d'exposer peut être beaucoup généralisée^ 
Premièrement il n'est pas nécessaire que les axes soient rectangulaires 
entre eux; ils peuvent former un angle quelconque : alors la courbe 
changera de forme et de position, mais sans cesser pour cela d'être du 
second ordre ; elle aura toujours son centre à l'intersection àe$ droites 
directrices. 

(Ftg. II.l 
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(Fig. II.) Soit une ligne invariable ab, dont les extrémités par- 
courent les droites CA, CB, qui forment entre elles un angle quel- 
conque, mais constant , aCb, et proposons-nous de découvrir la nature 
»c!e la courbe que parcourent chacun de ses points d; il est évident que 
ies droites XCXo. YCYa. étant symétriques par rapport au point C. 
la courbe demandée le sera aussi : donc cette courbe a un centre en C. 
A chaque point a de Tune des directrices CY , par exemple, il cor- 
respondra évidemment deux positions de la droite mobile ah, ae, 
également inclinées sur l'autre directrice CX , et la distance du point 
générateur d à cette droite sera la même dans chacune de ces positions. 
Donc en menant atm perpendiculaire à CX , cette droite le sera 
paiement à t/J^, et am , me seront entre eux dans le rapport de ad i 
ab. Or ad et bd soïvt constantes : donc am et me seront toujours dans le 
'• même rapport; donc tous les points m , m' . , ., miiieu des cordes de la 
I ^urbe cherchée, parallèles à l'un des axes, sont en ligne droite avec le 
centre C. 

Donc chaque directrice CX, CY est un diamètre de cette courbe; 
L or elle a un centre en C ; donc elle a deux systèmes de diamètres. conju- 
[ gués, et composés chacun d'une de» directrices CX . . . et de la droite 

► Cmm' qui lui correspond. On trouvera cette droite en menant du point a 

► une perpendiculaire kCY. 
fA étant alors la position du point générateur, /Xo sera ce diamètre. 
Au lieu de supposer, comme nous l'avons tait jusqu'ici, abd mohiie, 

r*t Ca , Cb fixes dans l'espace, rendons, au contraire, <3i</fixe,.et 
rCo, Cb mobiles , mais toujours conservant entre elles le même angle a Cb. 
(Fig. III.) Dans cette hypothèse , le point C décrira la circonfé- 
rence d'un cercle ABCC capable de l'angle /iC5, dont ce point est 
le sommet. 

Si , pour chaque position du sommet C sur la circonférence A BCC , 

nous menions les droites CA, CB, CD aux points A . B et au point 

générateur D, on aurait évidemment la oalitt>e décrite par ce point 

ans le premier cas (de ab mobile), en menant Cd telle que 
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ïàngle XCJ = A CD, et en formant ies di^ances CA, CB; CD 
sur les droites CX, CY , cd. . : . » 

(Fis. KJ Donc SX on tracej ^^}teH«,uej^^^ ^ ^^^^ ^^ ^ ^^ 

■Ce ) • ( la plos grande ) ,- ., 

iti.enéesdu point C à la courbe cKerchée, et par conséquent normales à 
cette même courbe ; et ces normales seront rectangulaires entre eiies. 

Si on les prolonge par leur extrémité C de quantités CJq, Ci^o^y^ 
soient égales, 

Lès lignes CJ, C^ seront pareîlfetnent normales à la courbe cherchée, 
pùîsquè C'est le centre de cette courbe. 

Poursuivons, et menons deux droites quelconques y' DC f'/DCTi qûî 
fassent le même angle avec le diamètre y Z)t7; les arcs yV^ vV sérônt 
égaux , et les angles A Cy^^ À Cy , ACV seront par cohséqtient éqtif»- 

différens, puisque leurs mesures — - — -^—f : — ^/ — le sopt- 

Pour. revenir, maintenant de Thypothèse d'après iaqudUe nous raison* 
nons au premier état de la questioi% menons le$ .droites^ ^, ^^> égaies 
à CTJ}, CD, telles qu^ACD ^ XCd. A CD =: ^C/, fcs points 
d, J' appartiendront à la courbe cherchée; mais CDz^^Cd, ACDi:::z 
XCè: donc smsûXCd, XCd, XCJ' sont équi - dîfférens ; donc la 
courbe est symétrique par rapport à chacune des droites cd, ç^. ^ .1 
éMic la courbe demandée a pour axes celles des. normales qui passent 
par. son centre ; donc les axes de cette coif rbe se croisent à angles 
arbics; ' • . 

(Fig. VL) Nous venons de dire que, pour tracer la courbe engendrée 
par le point/), il faut {f g. III.) mener par le point D toutes les .cordes 
possible» CDV, CDy", &;c., et sur les droites Cy\ Cy, menées du 
point C aux extrémités de ces cordes » prendre les parties Cd, 6*^, égaies 
i..QD, CD; les pojntsifllh^/ ^'. • . seront ceux de la courbe cherchée, 
mpportés sur la/^. III. 
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{Fig. III.) Les droites AB, AC, BC ont disparu dans celte descrip- 
tion; le point/) seul est resté. Si donc un autre angle ot,6"/3 et une autre 
Qorde <ty3 eussent été proposés, le triangfe a.C/3 restant toujours inscrit 
au même cercle ABC , la courbe parcourue par le point D de la droite 
«robile <t/3 . dont les extrémités restent sur Cn. , C/3 , aurait été la même 
j|ue dans le cas précédent. 

.. Si AB devenait CDy, l'angle a.C/3 deviendrait droit, et la courbe 
parcourue n'aurait pas encore changé; mais nous avons vu qu'elle 
e« alors une ligne du second ordre : donc dans chacune des géné- 
nslions que nous venons d'indiquer, la courbe parcourue est du second 
degré. 

Dans tout ce que nous avons dit jusqu'ici , nous n'avons assigné sur 
la droite mobile aucune position particulière au point générateur Dt et il 
est facile de voir que tous les raïsonnemens dont nous nous sommes servis 
s'appliquent également aux deux cas où le point se trouve entre le» 
deux points /4, 5, ou sur le prolongement de la droite qui les joint;, 
seulement le diamètre qui passe par ce point est la somme ou la diffé- 
rence des deux axes , suivant qu'on raisonne d'après le premier ou le 
second de ces cas. 

£n résumant les diverses propriétés que nous venons d'exposer, 011 
parvient à ce théorème géjiéral. 

Si, à partir du centre d'une section conique quelconque, on porte 
sur le grand axe une droite égale à la somme des deux axes, et qu'on 
conçoive le cercle dont cette droite est le diamètre, chacune des cordes 
menées par le sommet de la courbe placée sur ce diamètre , et les droites 
menées de l'extrémité de cette corde au centre de la courbe, on pourra 
regarder ces dernières comme directrices , la corde comme droite mobile , et 
le point commun à toutes ces cordes comme point générateur : on formera 
ainsi une infinité de systèmes de génération qui, tous ensemble, donne- 
ront la même section conique, celle qui a servi à produire chacun 
ifeux dans tous ces systèmes de génération oîi le point descripteur est 
entre les points directeurs. 
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Si, -à, partir du centre dune section conique quelconque, on porte sur 
le petit axe une droite égale à la différence des deux axes, qi/oniiar 
regarde comme le diamètre dun xrercle, chacune des- sécantes menées 
de l'extrémité du petit axe le plus loin du cercle, pourra 4tre regardée- 
comme droite mobile ; le point qui leur est commun à toutes cùàmt 
point générateur ; les droites menées du centre aux extrémités de cette 
droite comme directrices ; et on formera encore une infinité de sys- 
tèmes de génération très - différens des premiers, et dont chacun don- 
nera cependant encore la même courbe du second ordre que les {H'emiers. 
Dans les seconds systèmes de génération, le point descripteur est en- 
dehors des points directeurs. 

Nous avons vu que chaque directrice fournissait à la courbe à laquelle 
elle appartient un système de diamètres conjugués ; les courbes di» 
second ordre ont donc une infinité de systèmes de diamètres conjugua , 
puisqu'on peut^ pour une même courbe, déterminer une infinité de 
systèmes. 

£t comme il n est aucune droite menée par le centre de la courbe 
qui ne puisse être considérée comme une de ses directrices, ii n'est 
pareillement aucune de ces droites qu'on ne puisse, regarder comme un 
dés diamètres de la courbe appartenant à un système de diamètres 
conjugués. 

Il sera fort facile de trouver ce dernier diamètre , si , dans la fjg* III, 
on liièneSe ài^mHreA0O'* par le point A , et qu'on mène BC" , DC^-: 
DC" sera le diamètre conjugué à BC" , car ABC" sera droit; con- 
dition suffisante , comme nous l'avons prouvé. 

Or... BCr^^ -t- (BD -H AD)^ = AC^ ^ (DC ^ £>>"/ = Cy\ 
On...JB£>"* -H BD^ -^ AD^ -H zBD.AD = DO -H Z>y* ^zDC.Dy/ 
M^..B(r* -^ BD^ =DC^^ BD.AD = DC.Dy. 

Donc.DC^ -^ AD^ = DO -h Dy\ . 

Donc la somme des quarrés de deux diamètres conjugués d'une section 
conique est .égale à la somme, des quarrés de ses axes. 

11 est évident que pour toutes les cordes CDy , ADB, parties du 
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iD; DA .DB:=:z DC.Dy ;ào\\c ie produit des directrices DA, DB 

'^u même système est égal au produit des deux axes DC. Dy. 

Déplus, DB = /)C"x sinus DC"B; mais DC" B = langle <jue 
forment les diamètres DC". BC" et AD^DC" sîn. DC" B^DC^Dy; 
c'esj-à-dire , que le proJtiii des axes d'une section conique est tîgal au 

proJiiit de deux quelconques de ses dîamèifes conjugués ■muitiplïé par le 
sinus de i'angle qu'ils forment entre eux. 

On pourrait, en poursuivant ces considérations, démontrer succes- 
sivement toutes ies propriétés connues des sections coniques, en partant 
toujours, comme nous venons de ie faire, de la génération qui fait le 
■sujet de cet essai; mais ce travail , qui présente plus de longueurs que de 
difficultés, deviendrait fastidieux à exposer ici dans tous sesdélails : nous 

'sortirions d'ailleurs de la route que nous nous sommes tracée; car notre 
but a bien plus été de donner un moyen général de description pour les 
lignes et les surfaces du second degré, et d'indiquer combien est simple 
et naturelle la conséquence des méthodes qui en résultent , aux diverses 
propriétés de ces lignes et de ces surfaces , que de le prouver en 
démontrant successivement toutes ces propriétés. 
■ Jusqu'ici nous avons supposé que les directrices étaient placées dans 

'Un même plan ; mais cette condition n'est pas nécessaire , la position 
de cette droite dans l'espace peut être quelconque; les courbes décrites 

"par chacun des points de la droite mobile qui s'appuie sur les dii'ec- 
trices , ne cesseront pas d'être planes et du second ordre. 
I En effet, lorsqu'une droite de grandeur constante se meut dans 

Tespace de manière à s'appuyer par ses extrémités sur deux droites 
quelconques qui ne se coupent pas dans le mouvement de cette ligne, 

'thacun de ses points reste roujours à la même distance d'un plan 

'^quelconque parallèle à-la-fois aux deux autres lignes; donc la courbe 
que chacun d'eux parcourt est dans un plan parallèle à celui-ci. 

'^ Tous les points de la droite mobile projetés sur ce plan , con- 

'"«ervent sans cesse entre eux la même distance , et la conserveront aussi 
par rapport aux extrémités de cette droite , qui , par conséquent , sera 
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Il serait facile, d'après tout ce que nous avons dit, de donner E 
démonstration de ce théorème; mais cela nous rejetterait trop loin 
t pourrait peut-être devenir ennuyeux par trop de longueur. 

Jetons maintenant un coup d'œil rapide sur ia marche que nous avon 
■suivie jusqu'ici , en partant d'un moyen particulier de description ; nom 
en avons successivement varié tous les ciémens , et nous sommes ail 
parvenus au résultat le plus général. 

Dans un même plan, deux droites directrices indéfinies, se coupen 
à angles droits; une troisième droite mobile, terminée, s'appuie siU 
■ les premières par ses extrémités : elle se meut, et chaiun de ses points 
décrit une courbe du second ordre. L'angle des directrices est supposé 
droit; mais cet angle peut être quelconque. Ces droites se coupent; leur- 
position peut être arbitraire. Le point générateur est sur la droite mobilei 
'_ii peut n'y pas être; et dans tous ces cas, la courbe tracée par le poini 
' générateur est toujours plane et du second ordre : elle a toujours soij 
centre sur ia droite , à-la-fois perpendiculaire aux deux directrices , Scq 
i ,11 est difficile de connaître la nature de cette courbe , formée par un 
r droite mobile et deux fixes ; la droite mobile devient fixe avec le poij 
fr générateur ; les directrices deviennent mobiles avec le centre de la courb^ 
L-et ce seul artifice donne , avec leur mode de génération , toute la théoBJlJ 
fcdes lignes du second ordre. Voilà la méthode de la géométrie descriptinj 
Mais sans nous borner à ces premières considérations, poursuivod 
et cherchons à les étendre aux surfaces du second degré; il suffit poi^ 
cela de rendre mobile une des deux directrices , jusqu'ici supposée 
I fixes. ■] 

Lorsqu'une droite mobile s'appuie par ses extrémité sur deux droite 
' directrices qui se coupent , nous avons prouvé que chacun de ses poinI 
décrit une courbe du second ordre, dont le centre est à l'intersection d^ 
directrices. *< 

■ Si on suppose qu'une de ces directrices se meuve de manière à ren- 
contrer toujours l'autre au même point, et à parcourir un plan déterminé 
quelconque, à chaque position de la première directrice correspondra 
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une courbe du second ordre , parcourue par un même point de la droite 
mobile. 

Toutes ces courbes seront concentriques, puisque l'intersection des 
directrices est toujours resiée la même : leur système forme évidemment 
une surface ; donc cette surface a un centre : c'est le centre commun à 
toutes les courbes qui la composent, et par conséquent l'intersection 
du plan parcouru par la directrice mobile avec l'autre directrice (plan 
que, pour plus d'abréviation, nous nommerons phn directeur). 

Le système de toutes les droites possibles qui , dans un même plan , 
coupent une droite qui n'est pas sur ce plan , est évidemment symétrique 
par rapport au plan de projection de cette droite sur le premier plan. 

Donc (e système des directrices mobiles , et par conséquent aussi le 
système des courbes que chacune d'elles produit, c'est-à-dire, les sur- 
faces engendrées par chaque point de la droite mobile, sont symétriques 
par rapgprt au plan qui projette la directrice fixe sur le plan directeur. 

Mais lorsqu'une surface est symétrique par rapport à un plan, les 
normales de leur courbe d'intersection sont aussi normales à la surface. 

Or nous avons vu que cette trace , qui est ici du second ordre , a pour 
axes deux de ses normales qui se croisent à son centre à angle droit. 

Donc, premièrement, la surface que nous considérons a deux de ses 
normales qui passent par son centre en se croisant à angle droit dans 
le plan qui projette fa directrice fixe sur le plan directeur. 

Si à ce premier plan qui projette la directrice sur le second, nous 
menons par le centre une perpendiculaire, elle sera dans !e plan direc- 
teur, en ia regardant comme une des positions de la droite mobile; le 
^>oint de la surface où se trouvera alors le point générateur, sera de tous 
le plus distant du premier plan : cela est évident. 

Donc la droite mobile qui mesure cette distance, est normale à-la-fois 
à ce plan et à la surface. 

Or une droite perpendiculaire à un plan est aussi perpendiculaire 
à toutes les droites qui passent par son pied dans ce plan. 
■ Donc (a droite que nous venons de démontrer être normale à la 
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surface, est perpendiculaire aux Jeux premières normales à cette surface, 
puisque nous avons prouvé qu'elles étaient dans le plan qui projelie la 
directrice mobile sur le plan directeur, et qu'elles passent par le centre 
comme ia troisième. 

Donc enfin la surface que nous examinons jouit de cette propriété, 
que trois de ses normales viennent se couper à angles droits à son centre. 

Elles sont évidemment telles que le pian langent à la surface, mené 
par l'extrémité de l'une d'elles, est parallèle au plan des deux autres. 

Nous prouverons bientôt , par d'autres considérations , que ia suriàce 
qui nous occupe a une infinité de systèmes de diamètres conjugués, et 
que ce qui caractérise chacun d'eux, e'ést que le plan tangent à la sur- 
fece , à l'extrémité de l'une d'elles , est parallèle au plan des deux autres. 

On peut donc déjà prévoir que cette surface a toujours un système de 
diamètres conjugués, rectangulaires entre eux, c'est-à-dire, qu'elle a trois 
axes principaux, rectangulaires entre eux, et que la surface ^t symé- 
trique par rapport à chacune de ces normales ; mais le plan et la droite 
directrice ne sont symétriques qu'à la troisième normale qui est dans 
l'un , et perpendiculaire à l'autre. Donc il existe un autre système de 
génération , symétriquement placé avec le premier , par rapport aux deux 
premiers axes ; système qu'on déterminera évidemment en plaçant la 
génératrice et le plan directeur dans les angles des normales où ih ne 
sont pas, sans changer d'ailleurs leur inclinaison sur ces normales. 

Nous savons , sans tracer une courbe du second ordre, déterminer ses 
axes par la seule connaissance de ses directrices et de la droite mobile 
qui l'engendre ; nous déterminerons donc facilement les axes de la 
courbe qui est dans le plan perpendiculaire au plan directeur, et quîp 
passe par la directrice fixe, el par conséquent aussi les trois axes de la 
surface qui fait l'objet de cette discussion. 

Pour découvrir la nature de la surface que décrit chaque point d'ujte 
droite mobile dont les extrémités s'appuient sur une droite directrice et 
au plan donné, nous avons d'abord considéré tous les points du plaa 
comme formant une infinké de lignes droites (soumises à une certaine 
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ioîj; en regardant ces droites comme autant de secondes directrices, 
chacune délies, avec la première, a produit sur la surface une courte 
du second ordre, et la comparaison de toutes ces courbes nous adonne 
plusieurs proprit-ics de la surface quelles forment entre elles. Nous 
allons suivre maintenant une marche inverse, mais analogue; et ces- 
sant de regarder le plan directeur comme le système d'une iiifinïtc de 
droites qui en comprennent tous les points , nous le regarderoDs 
comme une surface unique, et nous décomposerons, au contraire, la 
<lroite directrice fixe en \"mùnhé de points qui la composent ; icèacun 
deux va, avec 4e point et ia droite mobile, lournir mie nouvelle oourfce 
sur la surface; et la ccunparaison de ces courbes jettera enc<»re un laou- 
veau jour sur la nature de la suiÊce que nous cherchons à analyser. 

Lorsqu'une droite de grandeur constante est fixée par une de ses ejetré- 
mitës à un point quelconque., l'autre devant être sans cesse dams un 
même plan directeur, chaque point de cette droite mobile déciii m 
cercle dans un pian parallèle au plan directeur. 

Tous ces cercles ont leur cemre sut une perpendiculaire an plan 
directeur; partie de l'extrémité fixe de la droite mcdxile et les parties de 
cette perpendiculaire interceptées par le cercle, sont propanionnelles 
aux parties de la droite mobile intetrceptée par le point généraceur. 

Si -donc 00 suppose que i'ewrémité lùîe de la droite mobàle «e meuve 
en ligne drohe (directrice), ^e cercle décrit par le anéme ipoànî géné- 
rateur variera alors de grandeur et de position; mais son plan et il?, 
perpendiculaire qui contient son centre , resteront toujours ^aralièies 
4eux-mên>es : laperpendloutaire décrira le pian qui projette la directrice 
sur le pian direaeur, et ie centre, toujours pdacc sur cette perpendicu- 
laire à des hauteurs proportionnelles, décrira ime ligne droite dans le 
plan des perpendiculaires. 

Ainsd ia surface q»e nous caiaisidérons jouit de cette propriété remar- 
^abie , que toutes les sections parallèles an plan directeur sont des 
cercles <i»ï« ia Boiie des centres forme ime ligne droite. 

Celte rffjgne droite éijint dans le plan ^uî yrrojette la direarice sur 
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le plan directeur , est par conséquent dans le plan des normales /ixes 
de la surface qui* sont hors du pian directeur , puisque ces normales 
sont aussi dans le plan de projeciion de la eiirectnce ; quand la droite 
mobile est perpendiculaire au plan directeur , le cercle décrit par le 
point directeur devient alors un point, et ii se confond avec son 
centre, ce qui, comme on voit, donne un moyen bien simple de 
mener la droite des centres des cercles, cette droite passant d'ailleurs 
par le centre. 

Nous avons dit qu'if existait deux systèmes de génération symétriques 
chacun aux normales qui se croisent au centre à, aogles droits ; donc 
aussi il existe deux systèmes de lignes circulaires sur la surface que 
nous examinons, symétriquement placés relativement à ces normales, 
et qui jouissent chacun des propriétés que nous venons d'exposer. 

Changeons maintenant de données, et cherchons par des considé-^ 
rations plus générales , des relations aussi plus étendues qui puissent 
compléter l'examen de notre surface. 

Supposons qu'une droite se meuve dans l'espace , de manière que 
trois de ses points s'appuient sans cesse sur trois plans directeurs donnési 
et proposons - nous , dans cette hypothèse , de déterminer la surface 
parcourue par chacun des points de cette droite. » 

Pour cela , considérons la droite mobile dans une quelconque de. 
ses positions , et menons , par les points où elle rencontre deux de$ 
plans directeurs , deux droites directrices , qui , dans ces mêmes plans , 
soient parallèles au troisième. 

Si aux deux premiers plans on substitue ces deux droites, le point 
générateur ne cessera pas de se mouvoir sur la même surface que 
dans le premier état de la question. . fl 

Mais ce point décrit alors une courbe du second ordre , dont le H 
plan est parallèle à ces directrices , et par conséquent au troisième plan 
directeur, dont le centre est sur la plus courte distance des directrices et 
du troisième plan , et toutes les parties de cette plus courte distance com- 
prise par le centre et chacun des plans directeurs, seront proportionnelles 
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aux parties analogues interceptées sur ia droite mobile par le point 
générateur et ces mêmes pians : cela est évident. , 

Or ces dernières sont constantes; donc ies premières le seront pareil- 
lement dans leurs rapports. 

Donc les extrémités de la plus courte distance des directrices , le 
centre de la courbe placé sur elle, et même je point où cette droite 
Tencontre le troisième plan directeur , seront entre eux à des distances 
constamment proportionnelles, de quelque manière qu'on change de 

recrrices. 

Si on suppose que la droite mobile cesse d'être sur ces directrices, 
et prenne une autre position quelconque , on formera de même un autre 
Bysième de directrices parallèles aux premières , et par conséquent la 
courbe parcourue dans ce cas sera semblable à la première et sembla- 
tlemeni placée dans l'espace ; le centre de cette courbe , les points de 
la- plus courte distance du système places sur les trois plans directeurs, 
seront en ligne droite avec l'intersection des trois plans directeurs et les 
points analogues du premier système de directrice. 

Donc , dans la surface que nous considérons , toutes les sections 
,feites par des plans parallèles à J'un des plans directeurs , sont des 
'courbes du Second ordre- semblables entre elles , dont les axes sont 
.parallèles, et ies centres en ligne droite {cette droite est un diamètre 
de la surface). 

On trouvera facilement ce diamètre en menant la droite mobile 
[perpendiculaire au troisième pian directeur; elle passera, dans ce cas, 
par le centre de la courbe du point générateur; le diamètre passe 
.d'ailleurs évidemment par te point d'intersection des plans directeurs, 
j^uisque c'est le centré de la surface que nous discutons. 

Nous pourrions déjà conclure de ces soûles propriétés , qu'à chaque 
diamètre, lieu des' centres donnés par iin m^me plan directeur, cor-- 
Vespond dans ce plan une infinité de droites, -qui , prises deux à deuK, 
forment avec ce diamètre autant de systèmes de diamètres conjugués 
de la surface ; mais comme nous dllons parvenir à ce résultat par des 
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moyens plus simples, et qu'il jiww est d'aiHeurs nécessaire d'employer |i 

nous nous contentons seuJement tie l'indiquer ici. 

Qiiand la droite mobile se trouve dans l'un des plans directeurs , 
ceux de ses points qui doivent parcourir les deux autres plaiis, sont 
évidemment sur l'interseciicn de ces plans avec le troisième, chacune 
de ces tlroites' d'mtCTsection faisant alors fonction de directrke. 

Mais'nmfs «avons qu'il existe une infinité de systèmes de directrices 
différentes qlM donï^enr la même liytie du'second ordre; que toutes ces 
directrices se coupent au même point; qu'il n'est aucune droite menée 
par ce jxjint qu'on ne puisse prendre pour une de ces directrices, &c.,&c.' 
On peut dowc ici clianger fa trace des deux premiers plans directeurs 
Sur le troisiièmei d'uhe infiTiite de manières différences, sans que pour cela 
la trace de la Mirfece Mir le troisième plan directeur cesse d'être la même* 
et il TiVst aïKxine droite memfe siu* ce plan par le centre de lu sur&ce, 
qui ne puisse étïe prise pour la trace d'un des deux premiers plans ; et let 
sections formées ^ans ces surfeoes, par des plans parallèles au troisième 
pian directeur , seront toujours Bomhlables , puisqu'elles n'auront pas cesse 
de l'iêtre à leur trace sur ce plan , qi^i , par hypothèse , est restée la même. 
Si no-us supposoïis de plus que ces plans, en changeant de trace sur 
!e troisième , soient demeurés tels que la position de la droite mobile* 
forsqa'elle estperpendicflilaùe à ce troisième, n'ait pas changé, ainfii que 
la distance du point générateur au troisième plan , c'est-à-dire, la imh- 
sième directrice . ce point sera alors commun à l'ancienne et à la nouvelle 
surface , et la droite des -centres sera la même pour les deux sur? 
&ce8. 

A chaque IntlinaEsoii d<iKmce de la (Iroite mobile sur le troisième plan 
directeur, correapond sur -clMM^tie surface Une courbe qui, comme uou» 
venoîïs de Je prouver, a son centre sur u»e droite commune aux deux 
surfaces, et est dans un pian pa^rallêle au t-roisiènie pian directeur, sem- 
blable À ia wace de la surface s«r ce troisième pian ; et le rapport des 
dàimewsioiis anaplogues de cette trace et de ces courbes est celui des 
de la droite imol>ile k leur projection. 
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ici , celle des parties de U droite wobile comprise par le point 
générateur et le troisième plan, et par conséquent aussi sa projection sur 
plan, sont les in^mes pour les deux courbes ; donc ces courbes sont 
ifaales; donc elles sont identiques et se confondent, puisqu'elles sont 
^ans le même plan ; donc enfin la nouvelle surface est la même que la 
jMTmière. 

Ainsi, un des plans directeurs restant le même, on peut, en chan- 
geant convenablement la grandeur de la droite mobile, assigner aux 
deux pians directeurs une infinité de positions dîfftîreiites , qui toutes 
ionneni la même surlace. 
Mais le troisième plan lui-même , combiné avec l'un des deux pre- 
ftiiers, pourra varier de même, par rapport à celui-là, dans chacune 
ses positions , comme ceux-ci par rapport à fui , sans que pour cela 
ià surface ait encore varié. 

En passant ainsi d'un système à l'autre, il n'est aucun des plans menés 
iT ie centre de la surface qui ne puisse être regardé comme tin des 
plans directeurs de cette surface , et les parties de la droite mobile pour- 
ront prendre successivement toutes les valeurs possibles (entre certaines 
limites). 

Quand deux parties de la droite mobile deviendront égales, les points 
qui devaient parcourir les Jeux pians auxquels appartiennent ces dislances, 
se confondront en un seul qui se trouvera sur l'intersection de ces plans, 
;andis que l'extrémité de la troisième partie parcourra le troisième pian 
directeur. 

Donc les surfaces décrites par le point d'une droite mobile qui s'ap- 
ïuïe par deux de ses points sur un plan et une droite, ou par trois de 
es points sur trois pians donnés , sont les mêmes , et les propriétés de 
:hacune d'elles appartiennent par conséquent à toutes. 
. El comme les plans parallèles a chacun de ceux-ci coupent la surface 
dans des courbes du second ordre, semblables entre elles, semblahlement 
placées dans l'espace, et dont les centres sont en ligne droite, cette 
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propriété a lieu , quelle que soit, dans l'espace, fa direction de ces plans. 
Donc cette surface est une surface du second ordre ( Voyei la note 1 1 ). ■■, 

4 Donc si trois diamètres sont tels que fe plan qui louche la surface \ 
ïextrémité de l'un soit parallèle au plan des deux autres, ils formeroq) 
entre eux un système de diamètres conjugués à la surface, t 

Donc toute surface du second degré' a une infnite de sptémes de diamètre^ 
conjugiiâ entre eux. 
, Donc la surface a un système de diamètres conjugués rectangiilairei 
çtre eux, c'est-à-dire, trois axes qui se coupent à angles droits. 
Le produit des directrices d'un système quelconque est, pour un^ 
Içotirbe du second degré , égal au produit de ses axes ; de même le proi 
^liit des trois directrices, c'est-à-dire , des diamètres , intersection des irol 
sians directeurs d'un même système; ie produit, dis-je, est constant^ 
donc aussi le volume d'un parailélipipède oblique quelconque, circonscrw 
à une surface du second degré, est constant, et a pour volume le pro- 
duit des trois axes de la surface ( Voyci les notes II et III). 

Toutes les sections par des plans parallèles à deux des diamètres d'uB 
r de ces systèmes ont leur centre sur le troisième , et toutes ces sections 
gjKtin semblables entre elles. 

Donc la suite des plans tangens à la surface , dans toute l'étendue de 
fune de ces sections, forme, par leurs intersections successives 
cône du second ordre, dont le sommet est sur le troisième diamètre. 

D'où il suit qu'un cône dont le sommet est placé à un point quel- 
conque , et qui touche , par chacune de ses arêtes , une surface du secont 
ordre , a pour courbe de contact sur cette surface une ligne plane , et esi 
par conséquent du second ordre , ainsi que cette courbe. 

Q^uand cette courbe a pour centre celui de la surface, ce cône deviei 
un cylindre dont les arêtes sont parallèles au diamètre conjugué au pli 
de cette courbe. 

Et nous pourrions déduire ici toutes les propriétés des surfaces du second 
ordre, relativement à leurs plans tangens et aux surfaces qui les enve- 
loppent, car elles découlent toutes de celles que nous venons d'exposer. 

La 
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La méthode qui nous a servi jusqu'ici ne décrivant ies lignes et les 
'i surfaces du second ordre que par points, on pourrait douter qu'elle pût 
s'appliquer avec une égaie facilité aux questions relatives aux contacta 
de ces lignes et de ces surfaces, qu'à celles que nous avons déjà traitées , 
et qui n'étaient le plus souvent relatives qu'à des intersections ou à des 
^déterminations de points ou de lignes remarquables qui leur appar- 
tiennent. 

Si les limites que je me suis prescrites et que le temps me force de 
resserrer encore ne m'obligeaient de terminer cet Essai , déjà trop long, 
j'essaierais d'étendre la méthode qui nous a donné la solution des der- 
nières questions à l'analyse des autres, et ce travail offrirait quelques 
développemens qui peut - être ne seraient pas sans intérêt. Je ne puis 
néanmoins m'empécher d'en indiquer ies principaux résultats, mais rapi- 
dement et sans m'anèter sur aucune démonstration. 

On sait que toutes les courbes pour lesquelles à des abscisses égales 
correspondent des ordonnées proportionnelles , ont pour la même abscisse 
la même sous-tii/igente sur l'axe des abscisses. 

On sait de plus que toutes les courbes du second degré qui ont le 
même axe desjr, jouissent de cette propriété, que le cercle est celle de 
ces courbes où le diamètre des/ ^ celui des x , et que la sous-tangente 
u cercle est le carré de cet axe, divisé par l'abscisse. 
D'oii résuite ce moyen de déterminer la sous-tangente qui correspond 
A chaque point d'une courbe quelconque du second ordre. 

Si on conçoit la droite mobile et la droite parallèle à l'axe des x qui 
passe par ce point, la partie de cette parallèle comprise par ce point et 
une perpendiculaire à la droite mobile menée par le point où celle-ci 
coupe l'axe des y , sera la sous-tangente. 

Toutes les courbes qui ne diffèrent que par l'inclinaison des ordon- 
nées sur ies abscisses et non par la grandeur de ces lignes, ont la même 
sous-tangente pour les mêmes coordonnées. 
^^ (P'B- ^^ll-) Pour déterminer la sous-tangente qui correspond au point d 
HiTune courbe du second ordre quelconque , rapportée à tel de ses 
■ XIV.' Cahier. I 
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systèmes de directrices OX , OYq^qw voudra, il faudra , «par le points// 
mener la droite mobile adh et la parallèle i/yj à 1 axe OX , et la droite ^jj 
par le point /7^ où la droite mobile coupe la directrice OY , telles que 
les angles âya et das soient égaux, ds sera la sous-tangente. En efiet, 

elle sera = -^. 

X 

Si maintenant on veut mener un plan tangent à une surface du second 
ordre , rapportée à l'un quelconque de ses systèmes de plans directeurs , 
comme plans coordonnés par un de ses points, il faudra concevoir la 
droite mobile et le plan parallèle à celui des xy menés par le point et 
la projection de cette droite sur ce plan. 

Si , en regardant cette projection comme droite mobile , et les tracer 
de .ce plan sur ceux des a-j et des /g comme directrices , on détermine la 
sous:^tangente et on mène la tangente à la courbe par le ppint donné, 
par la méthode que nous venons d'indiquer, cette droite sera, dans le 
plan tangent , parallèle à la trace sur le plan des xy. Il est inutile de 
dire qu'on trouvera de la même manière les autres droites qui passent 
par le point donné dans le plan tangent parallèle à ses traces sur le plan 
des A^^ et des ^2'' ^^^^ savons d'ailleurs que, connaissant un système de 
diamètres conjugués , nous pouvons facilement trouver non pas uq , mais 
une infinité de systèmes de plans directeurs. 

On doit voir par là que cette solution est fort générale; elle me 
semble d'ailleurs très-simple , sur-tout comme procédé graphique. 

Nous avons donné les moyens d'obtenir les axes des lignes et des 
surfaces du second degré en connaissant un de ces systèmes de directrices 9 
ou , ce qui revient au même , un de ces systèmes de diamètres conju- 
gués (note V) ; on peut de même obtenir les axes d'une surface du second 
ordre, rapportée à l'un quelconque de ses plans directeurs. Pour cela, 
on concevra toutes les courbes sur cette surface , parallèles à l'un quel- 
conque des trois pians directeurs , çt toutes les normales à ces courbes 
qui passent en même temps par le centre de la surface : elles seront les 
arêtes d'un mênie c6ne du second degré; et en répétant cette construction 
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pour chacun des trois plans directeurs, on obtiendra trois cônes, et 
lies droites d'intersection de ces cônes pris deux à deux, seront les axes 

■ de la surface. 
Il sera facile de dtîterminer ces cônes ainsi produits par chaque pian 

directeur, et il n'est pas nccessaire de les construire tous trois; car deux 
d'entre eux se coupant suivant deux des axes de la* surface, on aura le 
troisiènne axe en menant par le centre de la surface une perpendiculaire 
aux deux autres. 

En observant que les axes de la trace de la surface sur un des plans 

■ directeurs et le diamètre de la surface conjuguée à ce plan, sont les 

• normales de la plus grande et de la plus petite des sections de la surface, 
par des plans parallèles au plan directeur qu'on considère, nous verrons 
qu'on connaîtra toujours immédiatement trois arêtes de Chacun des 
cônes, lieux des axes de la surface. Observons encore que la perpendi- 
culaire menée par une des extrémités de ce diamètre parallèlement au 
plan directeur, est tangente à la courbe d'intersection du cône et de (a 
surface , et le plan diamétral mené par cette perpendiculaire sera tan- 
gent au cône dans toute l'étendue du diamètre. 

Pour avoir la normale qui correspond à une section quelconque, il 
feut projeter cette courbe sur le plan directeur auquel le pian qui la 
contient est parallèle , et chercher alors la normale à cette projection 
qui passe par le centre de la surface ; fe point de contact sera la projec- 
tion du point par lequel la normale à sa section même doit passer. 

Si de cette manière on détermine une seule normale quelconque pour 
|j"un même cône , jointe aux trois qu'on connaît déjà, elles détermineront 
•«ntièrement la surface du cône auquel elles appartiennent, puisque ce 
'•■cône est toujours du -second degré, et que nous connaissons un de sei 

• plans tangens. 
f^'ig- X.) Pour résoudre ce problème, on concevra un parallélo- 

►"gramme dont les angles aient leurs sommets chacun sur une des ariîtes 
wlu cône que nous venons de déterminer; le plan de ce parallélogramme 
Mfibcd coupera le cône en une courbe du second ordre ahcd, circonscrite 

I2 
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à ce paraliéiogramme, et coupera le pian langent au cône, suivant une 
de ses arêtes Ta T' , tangente à la courbe au sommet a du parailéli 
gramme placé sur la même arcte. 

Soient m, m', M , M les milieux des côtés du paraliéiogramme, en 
menant m m, MM' , le point O , intersection de ces droites , sera le centre 
de la courbe; traçons de plus le diamètre XOX' parallèle à TaT , et 
par conséquent conjugué au diamètre aOc. , 

Menons T" bt, cette droite sera tangente à la courbe en b ; et si hx, by- 
soni parallèles à Oa, OX , en nommant le diamètre en Ox<l, on aura 
^— z^Oti c'est-à-dire, et., moyenne proportionnelle entre bx et Ot, 
On connaît d'ailleurs l'autre diamètre Oa; donc ia courbe sera connue, 
et par conséquent le cône qui s'appuie sur elle, en ayant son sommet 
au centre de la surface. 

Ce moyen de déterminer la surface des cônes , lieux des axes de la 
surface, est assez simple ; mais il est long , et on peut en donner un autre 
plus élégant. II consiste à déterminer pour chaque cône trois arêtes quel- 
conques, et les plans tangens suivant ces arêtes au cône unique auquel 
elles appartiennent. Nous connaissons déjà trois arêtes , savoir, les deux 
axes de la trace de la surface sur le plan directeur et le diamètre con- 
jugué à ce plan , et le plan tangent au cône, dans toute l'étendue de 
diamètre. Nous n'avons donc plus qu'à déterminer les plans tangens a 
cône sur chacune des deuxautres droites (les deux axes) ( ï^oj'fjlanoie VI), 
Si, après avoir déterminé les trois plans tangens au cône et les arêtes 
appartenant à ces plans , on mène un plan quelconque , parallèle à l'un*' 
des intersections de ces plans, le quatrième plan coupera les trois arôti 
en trois points , les trois plans en trois droites , et- le cône en une courbe 
qui passera par les trois points tangentiellement aux trois droites : deux 
de ces tangentes seront parallèlas ; d'où il suit qu'on connaîtra le centre 
de la courbe, la grandeur d'un de ses diamètres, la direction de sott' 
conjugué , et un des points de la courbe avec sa tangente en ce poînb 
ii faudra ia déterminer. Nous venons de résoudre ce problème. Ainsi 
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jBUt, par deux procédés graphiques égalemeiii géiitraux, lorsqu'on con- 
un quelconque des systèmes de diamètres conjugués ou de plans 
irecteurs d'une surface du second ordre , déterminer les trois axes de 
cette surface. 

Passons aux contacts du second ordre ; on sait que les lignes de 
courbure se projettent sur chacun des pians principaux d'une surface 
ilu second ordre , suivant les lignes du second ordre , donr les axes 

PKmt sur ceux de la surface. Or , quand une courbe quelconque peut 
pe tracée sur deux surfaces du second ordre concentriques , et dont 
les axes ont la même direction , elle peut aussi l'être sur une infinité 
de surfaces qui jouissent de la même propriété ; et par chacune de ces 
surfaces quand la droite mobile décrira la courbe qui leur est com- 
mune, elle tracera en même temps sur les trois plans principaux trois 
courbes du second ordre , dont les axes sont sur ceux de la surface. 

Donc ici les lignes de courbure se trouvant évidemment sur les trois 
cylindres du second ordre qui les projettent , et dont la direction des 
axes est la même que celle des axes de la surface, elles jouissent de 
cette propriété, que quand le point générateur de la droite mobile les 
décrit, cette droite trace sur chacun des plans coordonnés des courbes 
I du second ordre (Ky^j la note VII). 

^Lf Les axes de ces courbes jouissent de cette propriété remarquable, que 
HHeur rapport aux axes mêmement dirigés des projections des lignes de 
I courbure , est constant. 

Je regrette de ne pouvoir développer ici ces diverses méthodes , la 
dernière sur-tout , qui serait , ce me semble , assez utile dans la coupe des 
pierres ; elle donnerait un moyen bien facile de déterminer les lignes 
ffÀs courbure, au moyen de trois règles dont deux arbitraires seraient 
Éonsianles pour une même ligne de courbure, et varieraient dans le 
^■passage d'une courbe à l'autre suivant ime loi déterminée propor- 
tionnellement aux axes de projection des lignes de courbure sur les 
plans principaux que ces droites mobiles parcourent : ces règles s'ap- 
puieraient sur les axes de la surface , et resteraient chacune dans un 
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des trois plans principaux ; ie point générateur , sur chacune d'elfes , 
traînerait sur celui de ces plans qui ia contient, la courbe du second 
ordre que doit suivre ia troisième droite mobile , pour tracer ia ligne 
de courbure avec son point générateur. 

Sur la détermination des Rayons de courbure et des Tangentes aux lignes 

de courbure. 

En appliquant aux contacts du second ordre le mode de géné- 
ration que nous avons adopté pour les surfaces du second degré , nous 
avons donné un moyen de décrire , par un mouvement continu, les 
lignes de courbure de ces surfaces, et réduit ainsi à un simple mé* 
canisme vne opération auparavant assez compliquée. On déterminera 
par- là, pour chaque point de ia surface, et ia direction des deux 
iignes de courbure dont ii est l'intersection, et ces lignes elles-mêmes , 
dans toute leur étendue. Mais comme cette méthode , avantageuse 
quand on veut obtenir ia ligne de courbure entière , peut être assez 
longue encore quand on ne demande que ia direction de cette ligne en 
un de ses points, nous allons pour cela donner une méthode immédiate 
et plus expéditive. 

Enfin , pour compléter ce que nous avons dit sur la courbure des Sur- 
faces du second degré , nous présenterons un moyen de déterminer les 
rayons de courbure pour chacun de leurs points, et par-là, toutes les 
questions relatives à la tangence et à i'osculation des surfaces qui teous 
occupent, seront ramenées aux considérations de la géométrie ordiitâB^; 
puisque , comme on sait , la tangence et les contacts des sur&ces n*otit 
pour éiémens que les normales , les rayons et les lignes <ie courbure que 
nous avons déterminés. 

Soit un point p de là surface du second degré pour lequel on veuiUe 
déterminer -la direction des deux lignes de courbure dont il est Tinter* 
section , et la courbure de ces mêmes lignes en ce point, c'est-à-dij 
les espèces de courbure de la surface. 
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Menons le plan tangent à la surface en/?, et par le centre un plan qui 
. lui soit parallèle ; déterminons les axes de la section faite sur la surface 
par ce plan parallèle , c'est-à-dire , les directrices orthogonales de cette 
section. 

La droite menée par le point p parallèlement à la plus grande directrice, 
sera tangente à la ligne de plus grande courbure. 

La droite menée par le point p parallèlement à la plus petite directrice , 
' sera tangente à la lig;fie de plus petite courbure. 

Passons maintenant à la détermination des rayons de courbure de la 
surface eh /? , et pour cela , concevons la troisième directrice conjuguée 
aux deux premières. Nous avons démontré qu'elle est égale à la distance 
du point p au plan de ces deux directrices ; ainsi eiie sera immédiate- 
ment donnée par la distance du centre au pian tangent en/? à la surface 
qtiî lui est évidemment égale. Cela posé, 

Le caiTé dé la plus grande des deux premières directrices , divisé par la 
troisième directrice, est égal au plus grand rayon de courbure; 

Le carré de la plus petite des deux premières directrices, divisé par la 
tfûisiime directrice, est égal au plus petit rayon de courbure. 

Ces valeurs paraîtront peut-être de quelque simplicité, si on considère 
la complication de l'expression du rayon de courbure qui s'obtiendrait 

^ par la formule générale R == ^ "^ f ^^ > immédiatement appliquée à l'é- 

quation générale des surfaces du second degré. 

Voyons actuellement quelle sera l'expression des rayons de courbure, 
tirée de l'équation générale au moyen de leurs valeurs que nous venons 
de déterminer. Soit ^*£:*x* -+7 d^c^y'' -H a''b^i'^.z= a'^b^c*, l'équation 
deJasur&cedu second degré ; soient Df ,D" les deux premières directrices, 
et A la troisième; soit S le rapport de la distance. du centre au plan tan- 
gent en /^ avec la distance du centre à ce point, on aura, en nommant/) 
cette distance , i> = i^S , qui fera connaître D. 

D'après ce que nous avons démontré dans la note II, et parce que 
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D, D' , D", forment évidemment un système de diamètres conjugués, on 
aura pour équation du système des directrices' conjurées , 

AZ)'£>" — abc ^ <^', 

Pour équation du système de diamètres conjugués. 



A» -+-£/* H- D"- = a- -^ b 



.1 ^-.« 



Et ces équations donneront immédiatement 
Et pour les rayons de courbure , 



expression, comme on voit, simple et facile à construire, et dont, pour 
cette raison , nous ne donnerons pas la construction , d ailleurs évidente. 

Tout ce qui est relatif à la théorie des contacts du premier ordre se 
réduit à des considérations de surfaces du premier ordre , le plan ; tout 
ce qui est relatif à la théorie des contacts du second ordre des surfaces , 
se réduit à des considérations de surfaces du second ordre , et ainsi de 
suite. En envisageant les surfaces sous ce point de vue, l'examen de 
celles qui nous ont occupé dans ce Mémoire, devient d^un plus grand 
intérêt encore que celtes quelles peuvent offrir, par la simplicité de 
leurs formes et par l'étendue de leurs propriétés. Elles ne sont plus 
seulement une des espèces particulières du système entier des surfaces ; 
elles sont l'élément de toutes les formes des surfaces , quelle que soit une 
surface en chacun de ses points. Sa direction et sa courbure se con* 
fondent avec celles d'une des surfaces du second degré, et toutes les 
propriétés qui dépendent de la tangence et de Tosculation en ce point, 
appartiennent également aux premières et aux secondes ; et celles - ci , 
plus simples , plus faciles à considérer , et sur-tout mieux connues , sont 
par-là plus propres à nous faire découvrir, pour chacun des points des 
surfaces , les propriétés générales de leur courbure. Depuis les nouveaux 

progrès 
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progrès des mathématiques, on peut dire que cette manière d'envisager 
(es surfaces et les courbes des difFérens ordres, est la seuie qui doive être 
adoptée , et toutes les autres ne devront être suivies qu'autant qu'elles 
pourront conduire à celles-là. En comparant ainsi sans cesse les formes 
particulières de l'étendue à des formes plus générales, on s'élèvera suc- 
cessivement à toutes les considérations de la géométrie et des nouveaux 
calculs ; c'est qu'on aura suivi la marche dont on ne devrait jamais s'é- 
carler dans la recherche de la vérité, celle qui a conduit les inventeurs 
à leurs découvertes , la théorie analytique. 



Note I.' 
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Pour cette raison et parce que ces droites sont les intersections des plans dirtc- 
tfurs , nous les nommerons directrices. On voit par-là qu'il y aura toujours trois 
dirtctrices pour un même système de plans directeurs. Nous ^rons encore indifFérem- 
ment système de directrices, ou système de plans directeurs , l'un d'eux étant déterminé 
par Tautre. 

Note II. 

Nous avons dit que chaque surface du second ordre avait un système de diamètres 
conjugués, rectangulaires entre eux; les plans diamétraux de ce système jouissent 
évidemment de la même propriété , ce qui exige qu'ils se confondent avec les plans 
directeurs , et que les parties de la droite mobile comprise par le point générateur et 
ces mêmes plans,, soient égales aux axes de ia surface ; propriété remarquable des 
surfaces du second ordre , et qui peut servir à leur description. 

Jusqu'ici nous n'avons parlé que des surfaces du second ordre en général. Il n'esi 
atKune d'elles à qui chacune des propriétés que nous venons de donner n'appartienne. 
Il nous serait facile de voir quelles modifications ta forme de ces suriàces apporte daps 
ces propriétés. 

Nous prouverions, par exemple, qu'en supposant ia distance dui centre k un des 
plans , nulle ou InHiiie , la surface devient un cône ou un paraboloïde ; 

Et qu'en faisant imaginaire la distance d'un ou de deux des plans directeurs au point 
générateur , elle devient hyperboloïde à une ou deux nappes ; que toutes les sections 
parallèles k ces plans sont des hyperboles qui sont semblables et qui comprennent le 
système de deux droites différentes, parallèles , asymptotes de ces courbes : d'où il suit que 
ces surfaces peuvent être décrites , par une ligne droite , de deux manières différentes . &c. 

XIV.' Cahier. K 




3 



^4 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

JCVoù û suit encore qu'une droite qui se meut en j'appuyant sant cesse sur tron 
autres , décrit uii hyperboioïde. 

Enfin nous déduirions successivement toutes les propriétés connues des surfaces du 
second ordre. 

Note III. 

{Ftg, IX.J Ce (noyai i>eut se simplifier de cette manière : OX, OJ' étant les 
directrices, B r:r= \ la droite mobile, et D le point générateur, OmB le cercle 
langent ^ OV, mené par O ci B, C étant le centre du cercle. 

(/cm :^ le grand axe, (/;«' = le petit axe, Omd, OmV sont les angles que ces 
axes forment avec OY. Si au lieu des directrices OY, OX, on n'avait que les dia- 
mètres conjugués OX, OY', on mènerait la droite mobile adb, perpendiculaire 
à OX; OY serait la seconde directrice , et le problème se résoudrait alors comme 
nous venons de le faire. 

Note IV. 

Nous avons vu, en parlant des directrices des courbes du second degré, que 
leur position relative n'était pas arbitraire ; qu'une d'elles étant donnée, la seconde, 
conjuguée à celle- li, qui appartient , avec la première, au même système de généra- 
tion; cette autre directrice, dis-je, était entièrement déterminée ; nous avons assigné 
les relacions qui lient entre elles les positions des directrices du même système. La 
position <tes directrices de chaque système de génération des smfaces du second degré 
est pareillement soumise à une loi qui rend chacune d'elles dépendante deia déteniii<- 
«B^iïn des deUK autres. Voyons quelle peut être cette loi,. 

Supposons d'alîorâ que deux des directrices doivent, en variant de position, resier 
««jOHfs sHf le même plan diTetuur jixe ; nous savons quelle peut-être la loi de cett» 
variation , puisque ces droites sont les directrices d'une seule et même courbe da 
Second degré, la trace du pian directeur sur la surface (notel."). Cherchons donc 
ce que devient la troisième directrice dans la mutation des deux premières. Si on 
conçoit le plan tirn'gent&la surface, parallèle au plan directeurjfiric, la distance de cet 
deux plans est égale à la troisième directrice; c'est ce que nous avons prouvé dans 1* 
Cûtors de cet Essai : mais ces deux plans sCHit fixes , puisque l'un d'eux l'est ; c'est l'hy- 
pothèse. Si donc on suppose qu'une droite, toujours égale k leur distance , ayant do 
phis ulie dé ses extrémités fixée au centre de la surface, s'appuie sur la surface elle- 
même par son autre extrémité, cette droite, dans chacune de ses positions, sera la 
troisième directrice correspondante à chacun des systèmes des deux autres directrices 
placées sur le plan directear fixe. 

Quand deux directrices sont assujetties à rester dans un même plan, ia troisième 
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et donc d'une grandeur constante ; elle dég-it dans l'espace un cône du second degré 
qui coupe la suilîice, et une sph'm qui lui est concentrique, sutvani U même courbe. 
Ces {Énts, dont les axes sont sur ceux de la surface , sont tiès-remarquables par rapjïon 
\ cette surface; ils donnent immédiatement la forme , la position de ses iignu de 
'courbure, et la grandeur des rayons de courbure : ijiais ce n'est pas ici le lieu d'ex- 
poser ces propriétés des surfaces du second degré. 

Les deux premières directrices appartenant toujours au même système de généra- 
tion de la trace de la surface sur le plan d'irtutur fixe , leur produit est constant ; la 
sofnme des carrés des diamètres conjugués de cette fraff ne change pas; le diamètre 
qui leur est conjugué sur la surface reste le même ; la somme des carrés des diamètres 
conjugués de chacun de ces systèmes est constante. Nous venons de dire que le 
produit des deux premières directrices de chaque système est constant ; la troisième est 
constante : donc aussi te produit dis trois dirtclrices est constant. Si on conçoit tous les 
parallélogrammes eîrconscrîls à la trace sur le plan directeur fixe , leur surfiic^est cons- 
tante; elle égale le produit des deux premières directrices. Si par chaque cùté d'un 
de ces parallélogrammes on mène un pian tangent k la surface avec les plans tan- 
geils il la surface, parallèles au ]^an directeur fixe, ils formeront un prisme qua- 
drangulaire dont le volume sera évidemment mesuré par le produit des trois directrices, 
Il est inutile de dire que ce prisme, par ciiacune de ses faces, touche la surface à 
reitrémité des diamètres conjugués d'un même système. 

Si après avoir supposé constante la troisième directrice, je la suppose variable, 
l'une des deux premières, au contraire, devenant constante, je parviendrai encore 
aux mêmes résultats, et je parcourrai ainsi successivement tous les systèmes possibles 
de directrices. Je puis donc généralement conclure, i." que la somme des carrés de 
trois diamètres conjugués entre eux est constante pour tous les systèmes possibles de 
diimètres conjugués, et égale à la somme des carrés des axes ; 2.° que le produit des 
trois directrices d'un même système de génération est le même dans tous les systèmes 
de génération possibles, et égale le produit des trois axes; 3.° que le volume de 
tous les prismes quadranguiaires circonscrits îi la même surface du second degré , est 
constant et mesuré par le produit des trois directrices de chaque système, ou par 
le produit des trois axes de la surface. 

Si je supposais fixe une suite des trois directrices , ia position des deipc autres direc- 
trices et des trois plans directeurs étant arbitraire , le plan de ces dernières directrice» 
devant toujours être distant du plan qui lui est parallèle et qui touche à ia surface, 
dune quantité tgaie 'a Li première directrice, cette distance se trouverait constante, 
«alors tous les pians trouvés ainsi, couperaient les surfaces suivant des couibes dont le^ 
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directrices de même système formeraient avec la première autant de systèmes d« 

directrices de ia surface même. Tous ces plans directeurs , donnés par une directrice 

constante, enveloppent un cône du second degré : donc les axes sont sur ceux de la 

surface. 

Nous terminerons cette note , déjà trop longue , par deux propriétés d'un autre' 
genre que celles que nous venons d'exposer ; elles achèvent de marquer la relation 
qu'ont entre eux les directrices de chaque système de génération et les diamètres con- 
jugués de chaque système aussi entre e^x. 

Les plans taiigens k chaque extrémité des directrices du même système se coupent 
trois à trois en un point ; tous les points, ainsi obtenus , forment une surface unique 
du second degré, concentrique à la première, et avec ses axes sur ceux de cette surface. 

Si on joint trois à trois, par un plan , les extrémités des directrices de chaque système, 
tous les plans qu'on obtient ainsi, enveloppent une surface qui, comme ia précédente, 
est du second degré , et concentrique à la première avec ses axes mèmement dirigés. 

Si ies constructions analogues étaient effectuées pour les diamètres conjugués de 
chaque système, on obtiendrait deux nouvelles surfaces qui , comme celles dont 
nous venons de parler, seraient du second degré, concentriques à la première avec 
leurs axes sur ceux de cette surface; elles seraient semblables k la première, dont 
le volume serait six fois plus grand que le volume d'une de celles-ci, et six fois plut, 
petit que le volume de l'autre siuface. * 

Note V. 

A ce sujet , nous exposerons ici quelques propriétés relatives à la cubature des 
surfaces du second degré; elles peuvent être utiles dans plusieurs circonstances! 
les propriétés analogues relatives k fa quadrature des courbes du second degré s'eix 
déduisent immédiatement, comme des cas particuliers de théorèmes plus généraux; 
pour cette raison, nous nous contenterons d'exposer les premières sans parier des 
lutres. 

Si on conçoit tous les prismes quadrangulaires circonscrits k une surface du second 
degré , le vofume de ces prismes sera constant ; il aura pour mesure le produit des. 
nois axes de la surface , ou celui des directrices d'un système quelconque de plans 
directeurs [note III], 

Si on conçoit tous les cyfindres circonscrits i la même surface , et dont le* 
bases soient aussi tangentes à cette surface , le volume de tous ces cylindres sera 
encore constant. 

Pour toutes les surfaces du second degré possibles , le rapport de leur vohime aa 
volume des cylindres et à celui des prismes quadrangulaires qui les circonscrivent t 
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rapport , dis-|e , est constant , c'est celui du volume de ia sphère aux volumes du 

lindre et du cube qui la circonscrivent. 

Enfin , si on conçoit tous les cônes circonscrits à la surface , de manière à la 
toucher par le milieu de chacune de leurs arhes , le rapport des volumes de la 
sirlâce, des cylindres et de ces cônes qui la circonscrivent, est celui de 4i <S. ?• 

On voit qu'on aura le volume de la surface dif second degré en multipliant le 
miuit de ses trois axes ou de ses trois directrices d'un même système, par le 
npport de la circonférence au diamètre. 

Pour avoir le volume du segmtnt d'une surface du second degré , on déterminera 

la section diamétrale parallèle à la base du segment , on mènera le diamètre conjugué 

ï celle section ; l'extrémité du diamètre sur le segment, sera le sommet du segment, 

et la partie du diamètre comprise par le sommet du segment et le centre de sa base 

sera hjicche du segment : coupons une sphère d'un volume égal à celui qu'entoure 

Il surface, de manière que le segment qui en résulte soit égal en volume au segment 

du second degré ; les flèches des deux segmens seront entre elles comme les dia* 

I mètres des sphères relatives aux surfaces sur lesquelles se trouvent ces flèches, et les 

^^ siriices des bases des segmens de la surface et de la sphère seront entre elles comme 

H fes iurfices des sections diamétrales parallèles i ces bases. 

^ Ces propriétés donnent immédiatement le volume d'un segment et celui d'un 
secteur de surface du second degré, lorsqu'on connaîtra la base de ces solides, la 
|_ fttht et la section diamétrale parallèle à cette base : cela *est évident. 

Si on trace les cônes circonscrits à la surface et Ji la sphère que nous venons de 
COiuidérer dans toute l'étendue des bases des segmens égaux de ces surfaces , ces 

IX cônes seront égaus en volume , et il en sera de même des deux secteurs de 
ces surfaces qui s'appuient sur la base commune. 

Supposons maintenant qu'on demande tous les plans qui , sur une surface du second 
J^é, interceptent des segmens égaux; tous les secteurs qui correspondront k ces 

gmcns seront pareillement égaux. 

Tous ces plans serorit tangens à une surface unique, qui sera du second degré, 
ttmcentrique et semblable à la primitive avec ses axes mèmement dirigés. 
' Si les courbes des bases des segmens , c'est-à-dire , les intersections de ces plans et 
delà surface primitive, sont regardées comme courbes de contact de cônes circonscrits 

celte surface , les sommets de ces cônes formeront une surface encore du second 
l^é , concentrique et semblable aux deux premières , avec les axes mèmement dirigés. 

Si les cônes sont terminés à leurs courbes de contact sur la surtàce primitive , 
cest-à-dire , terminés aux bases des segmens , ils seront tous égaux en volume. 

S'ils sont terminés aux plans tangens à la surface, parallèles aux bases des seg- 
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mens , lous les cônes qui comprendront la surface primitive entre leur sommer M J 

leur base, seront égaux en volume, ei tous les autres seront aussi équivaiens. 

Les bases des cônes qui comprennent la surface entre leur sommet et teuri 
base, jouissent de cette propriété, que ciiacune de ces courbes, des hsses, est 
coupée par toutes les uutres de manière k former par consétiuent une seule surface, 
quoiqu'elles soient de naiure î couvrir de leurs points une infinité de surfaces 
dift'érenies. 

Il en est de même des bases des autres cônes ; elles forment une surface unique JB 
difFérente de la première, et ces deux surfaces sont encore concentriques aux trcû^l 
premières avec leurs axes mêmement dirigés que ceux de ces surfaces. 

Nous ne pensons pas devoir pousser plus loin ces considérations ; nous en don-J 
nerons les démonstrations géométriques , si on croit que cela puisse être utile ; eQes^ 
sont simples , et on pourra juger en les voyant, avec quelle facilité la géométr 
descriptive conduit h des résultats compliqués en apparence. 

Lorsqu'un corps flotte sur un fluide , le volume de sa partie immergée est égi 
au volume du fluide dont le poids est celui du corps flottant , et ce volume est ' 
constant quelque position que prenne ie corps flottant ; le plan de la surface du 
fluide sépare donc toujours du corps un même volume ; lous ces plans enveloppent 
une surface remarquable dont les centres de courbure sont pour la position d'éi 
libre j ce que M. Bougner a nommé métacentre , et dont les lignes de courbure c 
se croisent sur la normale qui contient^ces centres, sont les lignes de plus grandtlk 
de moindre stabilité de la surface. -i 

On voit par- là que la théorie des corps flottans terminés par des surfaces < 
«econd degré, n'est qu'une conséquence facile des propriétés que nous vend 
' tfesposer , et de la rechercfie des centres de courbure. 

Note VI. 

Pour déterminer le plan tangent au cône suivant les axes de la trace de la surfactf' 
[Sur le plaji directeur, il nous suffira de trouver la droite tangente de l'intersection du 
icône et de la surface 11 l'extrémité de ces axes; le plan qui, passera par elfe et par le 
F. centre sera le plan cherché. 

Si on prend pour plan de projection le plan directeur , et pour axes des coordonnt 
les axes 0^ = ii, OB^O de la trace ABA^B^ de la surface sur ce plan, toutes 
sections aa^bh^ç^r les plans qui lui sont parallèles , seront semblables à une trace ; donc 

pour chacune d'elles le rapport —77- ne cessera pas d'être le même. 
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' Menons par ie centre O, OJ/X) normale k iasection aiii,^,; de ce 

que II sous-tangente des courbes du second degré égale , on conclura immédiar 

lanent que le rapport de la sous-normale lo à l'abscisse moins la sous-noniiale = Ip, 

tjt ? ; quantité constante, d'après ce que nous venons dédire, pour toutes les 

t "■ , . . oS a*~b' 

Bccoons aba p„. Donc on aura aussi toujours — r- — ^- --■ , quantité cons- 

^ - pU-i-oi a 

'an te. 

Supposons que la section aba^b^ s'approche de plus en plus de la trace ABA^B^ 

de la surface sur le plan directeur , la ligne A D , menée par le sommet A de celte 

trace et le point D de la normale OSI D , approchera de plus eu plus de la tangente 

i la courbe, lieu des points D. 

De plus , le rapport 
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■ s'approchera de plusen plus du rapport —57^ des 
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projections des parties de la tangente au point ^4 à la courbe des normales et du dia- 
mètre O, comprises par lepbn directeur et un quelconque-des plans des sealionia^n^^^; 
t'est ce dont il est aisé de s'assurer. Ceci nous donne un moyen facile de déterminer 
1» tangente cherchée ,4r.Si, pour cela, nous menons ^t/ parallèle au diamètre Oo, 
cette droite A d sera , dans le plan tangent en ^ , à la surface ; et si nous menons O m 
pK le centre 0, perpendiculairement à A^B , qui joint les sommets A^, B delà 

ma ABA„B^, on ama ---j^f, — =^ — i — ; et prenant sur /i*/ un point i/, tel 

que p^ = A„m — mB, puis pt :=z A^B , At sera la tangente cherchée, et nous 
pounons par conséquent déterminer le cône touché par cette droite, ainsi que nous 
l'jvons dit. 

Pour trouver l'intersection de ces cônes deux i deux , on pourrait construire leur 
ince sur un même pian , et les points d'intersection appartiendront aux arêtes , axei 
dierdiés de la surface. 

Mais en prenant un plan tel qu'il coupe les deux cônes dont on veut obtenir Hnler- 
section en des courbes dont les axes soient parallèles et proporrionnels , on aurait 
immédiatement l'intersection des traces sur le plan , sans qu'il fut besoin pour cela de 
ranstruire ces courbes, ou bien encore en choisissant le plan coupant de manière que 
les diamètres conjugués pour chaque intersection des deux cônes au diamètre commun 
•ux deux intersectigns soient parallèles , ou enfin en choisissant le pian coupant da 
nnniète qu'une des courbes d'intersection fût un cercle. 

Remarquon!. qu'il n'est pas nécessaire de construire les trois cônes ; car deux d'entre 
(lut se coupent suivant les trois axes de la surface. 
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Note VII. 

Nous allons chercher à démontrer généralement , i ." que lorsqu'une courbe s 
trouve à-Ia-fois sur deux surfaces dusecond ordre, dont les axes ont la mêine direction , 
on peut faire passer par cette même courbe une intinité d'autres surfaces du même 
ordre ; 2.° que ia droite mobile appartenant aux trois points principaux pris pour plans 
directeurs, quand le point générateur parcourra la courbe commune à toutes ces 
surfaces, décrira loujours sur chacun de ces plans une courbe du second ordre , quelli 
que soit la grandeur des parties de celte droite mobile données par les surfaces c 
se croisent sur la courbe primitive. 

Pour plus d'aljré via lion , nous nommerons pointi dincteurs les points de la droite 
' mobile qui doivent toujours être sur les plans directeurs. D'après cette défînillon , la 
' distance du point générateur à chacun des points directeurs est constante et égai 
à l'une des directrices. 

Nous prendrons les trois plans directeurs d'un même système pour plans directeunp 

par cette hypothèse, les coordonnées de chaque point directeur, et ies coordonnées 

correspondantes du point générateur seront toujours entre elles dans un même 

i^rapport, celui des parties de la droite mobile que comprennent ces mêmes poiuta 

cela est évident, puisque tous ces points sont en ligne droite, et placés, à l'exceptii 

I d'un seul , sur les trois plans coordonnés. 

Si le point générateur, au lieu de décrire toute la surface du second degré , 
r doit parcourir que l'intersection avec un cylindre du même degré, et dont l'aj 
ftoit parallèle à l'une des directrices , la trace de ce cylindre sur le plan directeur 
r où n'est pas cette directrice, sera une courbe du second degré, ce sera la projec- 
tion même de la courbe d'intersection. Or , les coordonnées d'une courbe qui sont 
égales AUX coordonnées correspondantes de la projection pour les coordonnées du 
point directeur qui est sur le plan de celte projection, sont toujours dans ie même 
lif^pport avec les coordonnées correspondantes d'une courbe du second degré; donc 
I files sont elles-mêmes les coordonnées d'une courbe du second degré. 

Si la courbe parcourue par le point générateur, sur ia surface du second degré , est 
I en outre sur un cylindre du second degré dont l'axe est parallèle à une seconde direc- 
' ' trîce , elle se trouvera nécessairement sur un troisième cylindre du second degré dont 
l'axe est parallèle à la troisième directrice : ce que nous venons de démontrer pour un 
seul cylindre aura lieu également pour tous les trois, c'est-à-dire , qu'en considérant 
un. des systèmes des plans directeurs comme plans coordonnés, si le point g^é- 
rateur parcouit sur la surface une courbe dont les projections soient des courbes du 

second 
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second degré , les points directeurs , ou les traces de la droite mobile sur les plans 
(firecteursy formeront sur ces pians des courbes du second degré. 

Xobserve qu'une courbe ne peut, se projeter suivant une courbe di| second degré p 
sur trois plans directeurs d'un même système , sans que ces plans soient les plans 
liincipaQiz de la surface. Ainsi le théorème que nous venons d'exposer , n'est appli- 
cable qu'au système des plans directeurs qui.se coupent à angles droits. 

On condiirait facilement de cette propriété » que l'intersection de deux surfaces 
do second ordre qui ont les mêmes plans principaux, se projette sur ces plans 
suhrant des courbes du second degré , et symétriques aux mêmes axes , &c. 

L'application de ces propriétés à celles des lignes de courbure est' évidente. 

Tnutons maintenant les mêmes questions par l'analyse. 

^y^ '^y'C ^^ ^ (0» } ^ équations de deux surfaces du second degré 

> dont les axçs sont placés sur les lignes des coor- 
/S'^i ^ y'^» = /^'(2), ) données. 

f étant une constante arbitraire quelconque , on aura pour équation générale des 

sttfices da second ordre qui passent par la même courbe que les deux premières , 

■ 

(<L — 9<ti)x'- ^ (f^ — 9i8V/ -^ (y — ^y)7^ = J^ — çj^' (j). 

■ 

H est évident qu'on peut mener par cette courbe une infinité de surfaces du 
Mcond ordre qui aient mêmes plans principaux que les deux premières , puisqii'à 
àsapt valeur de ^ correspond une surface difiërente , donnée par cette équation 
gfaéiale ( 3 ). 

( X , x^p Qf lies coordonnées de la drpite mobile des sur- 
soient de plus /y, o, y"*, \ fiices (3), quand cette droite rencontrç les 

( o; i", i"*, \ pïans des xy, des a-ç, yi., 

iftixesde la surface représentée par l'équation ( 3 ), les parties de la droite mobile 
comprises par le point générateur x,y, ^ de la surface, et les plans des xy, x^i y:^ 
MiODt égaux à X, Y, Z. Donc on aura les proportions suivantes : 

* *- Jr' ; A" — y : ;r 

y "^ y * y * • J^ "^ y") •' X' J^:Z; proportions qui donnent 
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d*où l'on tiré : 



z ' ' z 



y ■*: = ^ 



z — x' ■ "~ ^ 2 — r 



K y 

(4). y =^ji'. ' y—X * •'^ ^^ ^'^ ' y _ ^ 9 si l'oa fait successivonent 



M ^ . - — -»» 



î =^1 • -Jf - r ' î = î • j:-2 ' 
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(deviendra (5) \ ^ ^^ _ ^„yj ^^ f ^ / ^ ^J^^r4^. 

^(>^ rr) ( ^ _^J r*=^T-r^'. 

Or ces équations y qui. sont du second degré, sont celles de la trace de la droite 
mobile sur chacun des plans principaux. Donc , &c. Poursuivons^ 

Les équations d'une surface du second ordre et celles de ses lignes .de courbure 



étant 



^^ -. . .^ f: n.* 23; reuillc» d. analyse appliquée a la 

u^x* -H m»^» _ ;«» /î% > génération dcasur&ccs courbes ('iWé^/î^*;^ 

n'*x* -4- m'*/» =^ m'* n'*^ ) 



ir # rt = II*, rt' =?: « 



m'A 



/ 



on V&M^ =x a, ^ :?= mS r = o. 



et les équations ( 5 ) deviendront ( ^ ^ 

Ces équations sont celles de la trace qpe laissera la droite niobile sur les plans 
directeurs des xy et desy^. 
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Elles ont pour axes m 
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demment dans un rapport constant aux âxès nij n,m\û' de^ projections. 

Appelons N, M, N', Af ces nouveaux axes : puisqu'on a entre les deux premiers 

zB^ùn^xmàP ^ . ^ ■ TtiÀN*^ -^ — = B. Cette 



la relation m^iii y^/i^s— ^# — , — -— ■ ^ ^— , 

éçiation est ceQe d'une section connue ; et en regardant m,n comme vaHables, si 
Ton construit cette section conique » celles de ses coordonnées correspondante^ k up 
même point seront les axes de la courbe parcourue par la droite mobile sur le plan 
des xy T quand son point générateur décrit une* dès lignes de coûrBùrè de fa surîace. 
On ferak le même raisonnement réfetfvethent au pbn des ^ ç; ' ' 

Si maintenant, dans ie phn des x^, on conçoit tiiiè' droite mobiïe sàr fâqucffe tè 
jioint générateur soît distant 4e Taxe des x dWB qnaittité égale k a, de faite 
i»y d'une quantité égale A m; qu'on cooçoiye d# iftême la dfCHte analogue dam le 
plao des ^î pour le point m! n', dUtant du premi|e;r de^-f-^jr,jetdes/jf 

En fixant la drqite mobile qu7 décria la surface sur les deux poinu générateurs 
^'on obdendra aussf, et en misant ensuite mouvoff les trob droites d'une manière 
^elconqne, le pomt générateur de la droite mobUé qui décrit la'sûriate ïiè décrira 
plus qa^uledes lignes de cowèuM dé la surfirce, et décrira successirement toutes ces 
Bgiffs, en supposant que I^ deu9[ premières droite^ prennent succesMvameijt'' foutes 
leurs dimensions possibles. 
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Suite du MÉMOIRE de M. Ma LUS, sur VOPTIQUE (*). 

DIOP TRIQUE. 

[ 2 1 . ] Lj A Dioptrique a pour objet la recherche et la combinaison des 
phénomènes produits par la lumière réfractée. 

Lorsque des rayons lumineux sont réfractés sur la surface plane pu 
courbe qui sépare deux milieux de densité différente, les lignes d-inci- 
dence et celtes de réfraction font avec les norakales, aux points d'inci- 
dence , deâ angles dont les sinus sont dans Hm rapport constant. Le 
plan qui paisse par le ràybh inddént et par la normale, passe aussi 
par le rayon réfracté. Cest de ces principes, donnés par lanaïyse et 
vérifiés par Texpériencè , que se déduit toute la théorie de la Dioptrique. 

Soient A", X/ Z> les coordonnées rectangulaires d'un, point lumir 
neux; les équations des projections d'uQ rayon de lumière seront 

a(i^Z) — c(x — X) b(z-^Z)=ic(y-^Y). ... .(a). 

Si ce rayon frappe en un point x y i , une surface 

F(xy{) — o pdx' -+- qd/ H- rd^ =: o.....(F), 

il se réfractera suivant une ligne droite dont nous représenterons les 
équations par 

m (i^i) = o(x-^ x'J n(i — zy = (y — /;. . . . .(A). 
Ces deux lignes forment avêc^a tidrmale à la surface, au point 

Ê Ê Ê ■ ^ ti * 

^ y Z f ^^^^ angles dont les -sinuii sont dans un rapport constant /; et 
Ion exprimera cette condition par l'équation 

(tq — brj^'^far — cp)^^^(hp — gg)^ (pg — nr)^-^ (mr^ op)^ -H (np — mq)* ^ . i 

("û* -H ** H- cV /^m» -+- H* -H ©V ••'( /' 

En second lieu, le rayon incident, le rayon réfracté et la normale 
à la surface étant dans un même plan , on a 

^((^q — br) -+- n(ar — cp) -+- o(bp — aq) = o. . . . .(c). 

(*) K9/J pages 1-44. 
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Les deux équations (b) (c) renferment les conditions qui doivent dé- 
terminer — — , et ion en tire 

« ^ l^r^(a* H- ** H- fV — (cq — br)* — (ar^ cp)^ ^ 

Le signe supérieur appartient au «rayon réfracté i et le signe inférieur 
à une ligne qui fait un angle égal avec la normale , mais qui est 
située du coté opposé. On a donc 



'I 



A étant un coefficient indéterminé qui s évanouit du calcul. Enfin , 
comme le point x^' i est commun à la surface et au rayon incident » 
ona 

'tt par cotnséquent 

* tf = AY/ — J^; i = AY/— r; c^y^a — z), 

^ ;étant un second coefficient indéterminé qui s'évanouit du calcuL 

Substituant les valeurs de ^, ï^ r, dans les expressions de ni,n, o , 

c>n aura ces dernières quantités eri fonctions des -coordonnées XYZ 

du point lumineux , et de celles x'yî dé la surface rencontrée par le 

Jayon incident. 

Jobiserve que si Ion considère la réfraction comme nulle; c'est -à- 
'iin\ si Ion fait 7=r i , et si Ton prend le ;signe inférieur dans icss 

% • 

expressions de , on aura les valeurs de ces quantités pour le 

rayon réfléchi, telles qu'elles ont été déterminées précédemment (o). 

[22.3 Diaprés les résultats du paragraphe [2}, lé système des rayon» 
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réfractés (A) peut être considéré comme ie lien de l'intersection df] 
deux systèmes de surfaces développabies (SS) (S ^) qui coupent I4J 
surface réfringente (F) , suivant les deux séries de courbes (ss) (s s) [jJît 
et ies points de rencontre de tous ces rayons se trouvent sur deux sur- 
iâces courbes C^} C^' ) , que nous nommerons, comme dans la Catop- 
irique, surfaces caustit^ues, Nou8 désignerons de même par {CCJ (CCjR 
les systèmes de surfaces coniques formées par la suite des rayons incîJ 
dens , qui , après leur réfraction , Torment les surfaces développabid 
(SSJ (SS). 

Si l'on substitue dans l'expression de cos. t [4] les valeurs de m,n, oa 
on trouve qu'elles satisfont à ('équation de condition (H), en sort 
que les surfaces développabies (SS) (S S) se coupent toutes à ai>gl 
droit , d'où l'on peut conclure que les smrfaces (CC) (ÇC) 
coupent sous des angles variables. 

Considérons actuellement un faisceau de lumière compris entre 

■ quatre des surfaces coniques (CC) (C C ) infiniment proches l'une de 

' l'autre. Ce faisceau aura la forme d'une pyramide quadrangulaire 

obliquangle , comprenant entre ses arêtes deux petits angles i ,ï , et_ 

entre ses faces deux angles 0, t8o — 9. Lorsque ces rayons aeroj 

réfractés, ils seront compris dans une surface quadrangulaire rectangle 

^ comprenant entre ses arêtes deux nouveaux angles k k'. 

Soit A la distance [(x' — X)' -t- (y — Y)' H- (i — ZJ'j * 
IsOoint lumineux ^ KZ au point, jf'yç de la surface; 

D, la distance du point x'/z à l'œil situé dans le prolongemçj 
du rayon réfracté. 

La lumière qui parvient à l'oeil après la réfraction, a parcouru <Ji^a 
le point lumineux un espace exprime par /) -i- A ; et à cette distance , Ip 
^isceau de rayons parti du point lumineux aurait pour section per- 
pendiculaire à son axe un quadrilatère obliquangle ^/)-F-A^'//'sin. f 
mais ce faisceau , au point où se trouve l'œil , a pour section perpell^ 
diculaire à son axe , le quadrilatère rectangle {D -t~ RJ k (O -i- R') k 
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C^r , CDimne fmtetiÉité 4e la iniiiièré est en raison inverse des surfaces 
sur lesquelles ia même quantité de rayons est dispersée » elle se trouvera 
tnr iiett où est situé Tœil après la réfraction , relativement à ce qu'elle 
eût été à la diistance D-t* A, en partant directement du point iumi-t 
neux dans le rapport de {D-^ A/ ii' sin. &à(DzhRJ (ÙzizB!Jkk\ 
On pourra donc exprimer l'intensité de la clarté du point x z=: X 
y z=z y i zzz Zt vu sur le point x/ j de la surface , par 

"" ^ [D::^R) (D ±: R' ) kk' ' 

€ éCEUit un coefficient constant qui dépend de la clarté absolue du point 
fumîneux. II ne reste plus quà déterminer l'expression du rapport 



Or y nous avons vu [8] que 



et par conséquent , 

Quant à l'angle que forment entre elles les deux faces de la 
pyramide quadrangulbire comprise entre les quatre surfaces coniques 
CCC C , j'observe que le plan tangent à la surface conique C , sui- 
vant fe rayon incident (a) , passe aussi par la ligne (D) [2] tangente 
à la courbe de réfraction (s) , et que par conséquent son équation 
est 

(bO-^cN)(x'-^x')-\-(cM^aO)(y--y')^(aN--hM)(i-^^ 

Le plan tangent à la surface conique C , suivant ie même rayon (n) , 
a » par ia même raison , pour équation 
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et ces deux plans coijiprennent entre çux {'anglç dont It sinus e$C 

«m. Ji 



En sorte qua 

„ /^z? H- a;» II" sin. e 

-e " ■ T — ' —-" 

On voit qu'abstraction faîte du coefficient de e - ^ p > x ^ — sn" t 

Tîntensîté Tde la lumière réfractée sera d'autant plus forte que (DzkiK) i 
(DztiR'), seront plus petits, en sorte que le maximum d'intensité de 
lumière aura lieu pour les points où /) dr /? = o , /> db /?' = o. Or, 
/) dt /? = o est l'équation de la surface caustique (ISi); D'àz R! :=z o 
est l'équation de la surface caustique (^')\ c'est donc à {'intersection de 
ces surfaces que se trouve le maximum de iumier^ réfractent : quand It 
lieu de cette intersection se réduit à un ou plusieurs points particuliers , 
on les nomme foyers des rayons réfractés. 

Il y a une certaine famille de surfaces courbes. pour lesquelles sin. d= i » 
çt on a Içur équation différentielle çn ég^i^nt à l'unité la valeur de sin. d; 
ce qui donne 

(a*'^b'-^f*)(MAI'-^NN'-irOO')-'(aM-\-bN-^-eO)(aM'-^bH*-^eO')=so, 
ou 

équation aux différences partielles dii^ second ordre , dont f întégràio. j 

est 
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est le résultat de i eliminatibn de et entre les deux équations 

(t—X)iL^(y-Y)^..L^X^-'^Ar(^^^<».^■^f^.<tp\^\('-X)^My-Yr^(^r-'^n\ 

^ et ^|/ élaiit fes deux fonctions arbitraires qu'elle comporte. Si Ion 
imagine une surface de révolutipn suspendue par un point fixe X YZ 
de son axe , et que cette surface vienne à osciller d'une manière quel- 
conque autour de ce point, la surface qui enveloppera toutes ses posi- 
tions sera la surface f(K). En effet , lorsque Taxe de révolution vient 
à osciller en entraînant le plan d'un cercle générateur de la surface 

la distance R de ce plan au point XYZ ne varie pas, mais seule- 
ment cl; de même la distance 

des différens points du cercle générateur au point XYZ ne varie pas; 

donc 

R zizL •^ R^ » 

Sur cette surface, les lignes de courbure se confondent avec les lignes 
de réflexion et de réfraction ; par conséquent , les normales , les rayons 
réfléchis et les rayons réfractés sont tangens à une même surface 
conique qui a son centre au point lumineux XYZ, et qui est à fa- 
fois surface des centres , surface caustique de réflexion , et surface 
caustique de réfraction. 

Cette équation appartient donc, en général, à toutes les surfaces qui 
ont pour une de leurs caustiques une surface conique quelconque. 

Lorsque le point lumineux est situé à l'infini, les rayons inçîdens 
sont parallèles, et abc sont constans; alors l'intégrale de l'équation 
fXJ est le résultat de l'élimination de et entre les deux équations 

(x — tt) c^ -^ (y — ^.a)c^^' ,aL — r (^û -f- b(f' ,ol) {aA'+- b(p,A'\'Ci)=zo. 

Si Ion conçoit une surface de révolution quelconque dont J'axe se 
Xlf^/ Cahier. M 



90 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

meuve pâralièlement à lui - même , en sorte que chacun des cercles 
générateurs reste dans un même plan , la surface qui enveloppera 
toutes ses positions sera la surface f(K'). Les normales , les rayons 
réfléchis ou réfractés sont tangens à une même surface cylindrique dont 
les arêtes sont parallèles aux rayons incidens. 

[23.] Supposons d abord que la surface (F) qui sépare les deux 
milieux diaphanes de densité différente » soit une surface plane x = o. 
Supposons de plus 

y=o,Z=:o, A = a'=i, 

on aura 

rt = — X, b •=-y, f = 2'. . ./> = I, ^ = 0, r= 0, 

m = [6-'* -H 2'V c/» -- i; -+- ^»/']* » = /, = i. 

Introduisant ces expressions dans les équations (s) (s') , [ 2 ] on aura 

y' (i" - «; t (i' - ■; 

. r &" - t'V r^ - «; , o'^ -H zv r/' - «; 

enfin 

Jx'=zo, idy' —y'dizz^à (s), 

^*' = o. y'dy' ^ idiz=iO (d). 

Les intégrales de ces équations sont , en nommant y^ et i5 les cons- 
tantes arbitraires qui les complètent , 

jf'= o , y z=i Aï (ss), 

x'=zo, /»-+- 2'» = 5^ {ssj. 

La première iétie.fssj appartient à une suite de lignes droites tracées 
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dans le plan x^zz^o^tt passant par l'origine des coordonnées. La seconde 
série (s^s^ a une suite de cercles concentriques tracés dans le même 
plan, et ayant leur centre à l'origine des coordonnées. 
Si» entre les équations du rayon incident 

— ^2' = jY^-^A yZ = Ù^ —Xy:=y'(x^X).,.(a). 
et celles des lignes (ss) , on élimine xy^, le résultat de Télimination 
sera Téquatioa de la série de sur&ces coniques (CC). 

y^Ai.,..\ (CQ. 

Ces surfaces se réduisent à une suite de plans qui passent par 
f axe des x. 

Si, entre les mêmes équations (a) et celles des courbes (^s), on éli- 
mine les mêmes quantités , le résultat sera Téquation des surfaces (CC). 

B(x ^X) = ^ X(f ^tP (CC). 

6]uation qui appartient à une suite de surfaces coniques circulaires 
concentriques. 

Si, entre les équations du rayon réfi-acté 

et celles des lignes (ss) , on élimine xy't» ^^ ^^^* Téquation des 
surfaces développables (SS) ^ 

y = Az (SS); 

et si , entre les mêmes équations (AJ et celles des courbes (s' s) , on 
élimine x y 'l, on aura Téquation des surfaces développables (S'S) , 



Bx = [B^ (i^ ~ i; -+- x^i^Y [(y' -t- iT' — B].. .(S' S'). 

équation qui appartient à une suite de surfaces coniques circulaires, 
dont le centre est véritable, et dont Taxe est celui des x. 

Pour déterminer les arêtes de rebroussement ((r) (</) de ces surfaces 
développables et les surfaces caustiques ÇL) (ISf), qui sont le lieu 
^es p<Mnt» de rencontre de tous les rayons , il faut commencer pat 

M2 



I 
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substituer dans ies équations (G) (G) [3], fes valeurs de yl/iVO> 
M N' O ; ce qui donne 

/?' = — //A^» -H y» H- ^'V' = — /A......... (R'). 

Si, entre les équations (ssj et fGJ, oh élimine x^/ i,on aura celles 
des arêtes de rebroussement {o-a-J des surfaces développabies (SSJ. 



H 



=-kV»-*->4vV^-i;^-i-.!^T/f]4, >=^ t, *=-l>'(^-^;y'^ (i^^i;'^^x^P]l..r^^j. 



Et si, entre ces dernières équations, on élimine la constante arbi- 
traire A, on aura l'équation de la surface caustique {^J j qui est le 
lieu de toutes ies arêtes de rebroussement. 

* = - [^^* H-^VV/* - ip-^X^â]^ .(2). 

Si, entre les équations (s^s) et fC'J, on élimine x y 'î , on aura celles 
des arêtes de rebroussement (<r (r) de la seconde série de surfaces 
développabies (S S) 

x=;-[B^{l^ - i; ^ x^l^Y, y = o, 1 = (^v), 

qui se réduisent à une suite de points situés sur iaxe des x, et dont 
ie lieu est la seconde caustique (l.^J. 

7=0, Z = o (^SV- 

Nous répéterons ici , relativement au lieu apparent du point lumi- 
neux^ l'observation que nous ayons faite dans la Catoptrique; c'est-à- 
dire que ce point paraîtra au lieu où les rayons liéfra-çtés seTencontrent, 



GÉOMÉTRIE. ANALYTIQUE. 93 

et^iie ;$a tlisjtance apparente se composera des deux distances de 1 œil 
aux pojnts où le rayon réfracté touche les deux caustiques (Ils) (1:1). 
Or, si le point lumineux est dans le milieu le moins dense, et l'oeil 
dans le milieu le plus dense , on aura / > i ; les moindres valeurs 
ile R et B! seront celles qui ont lieu pour le cas où /* H- j'* zzi o , 
et seront — /?= — /?'i=/A>A; donc on aura toujours R 
et R' > A. Ainsi le point lumineux ou le corps éclairé paraîtront 
toujours plus éloignés de la surface réfringente qu'ils ne le sont en 

efet. 

» • 

Au contraire, si l'œil est placé dans le milieu le moins dense, et 

le point lumineux dans le niilieu le plus dense , on aura /< i ; /* — i 

sera une quantité négative , et les plus grandes valeurs de R et R^ 

auront lieu lorsque/* -h- z'* zii: ô , et seront — R=z — R' =z /A < A ; 

donc on aura toujours R et /?'<A. Ainsi le point lumineux ou le 

corps éclairé partiront toujours plus procihes de la surface qu'ils ne 

Êsom en effet. • 



r. 



: Si^/* H- z''){l\- i) -\-X^I^ T=zo, on a/?.= O, /?'z=(;y'» -H i^p , 
et dans les équations (G) (G') x =:, o. Passé ce terme , les valeurs 
dç R et de X sont imaginaires ; d'où l'on doit conclure qu'alors les 
rayons ne sont plus réfractés. Ainsi , lorsque la tangente de l'angle 

d'incidence — — ^ sera plus grande que _. i. , les rayons 

cesseront d'être réfractés : et en effet, l'expérience confirme que, passé 
cette inclinaison , les rayons sont tous réfléchis. 

La surface réfringente proposée est évidemment une solution parti- 
culière de l'équation (K) [22]. 

Quant au terme qui exprime l'intensité de Id clarté du point lumi- 
Béux , on a 



f^f _JP_-^^)^__ """n-9 _ ( D -t- ^* P:X[( y'^ -t-g'V (l* — i) -t-^' l^f 



\ 
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Supposons toujours le point lumineux dans le milieu le plus dense, 
en sorte quon ait /< i. 
Si i) = o » on aura 

Tz=: e p >e; 

et si /) = oo, 

"' -X ~<^- 

Toutes les valeurs de T sont comprises entre ces deux limites , et Ton 
conçoit que pour une certaine valeur de Z)^ on aura T =^ e. Cette 
valeur est la racine positive de l'équation 

[24*] Supposons actuellement que la surface qui sépare les deux 
milieux de densité différente , soit une surface de révolution ; nous 
placerons , comme dans le cas précédent , le point lumineux dans Taxe 
des X , et nous supposerons que cet axe soit celui de la surface. On . 
aura donc 

1^=0, Z=o, ^7=/-^, 5=/, czrzi, A*=:^x'-^/^-y*-l-t'^ 
Uéquatîon F(x y'i) = o de la surface réfringente sera 

<^ (x^) ou cp étant une fonction arbitraire de x\ on en déduit 
/? = <^' , q-zzL — xy ,r z=z — 2.2- Substituant dans les expressions 

générales de mnù [21], et feisant A = ^^^f.^. ^ (^' ^ ^a)-\ ^' 

4/* A* — {f* H- 2aJ* 

introduisant ces expressions dans les équations fsj (s) [2], on aura 

i1f=:2/», Nz=:y-^\ 0=zyi'r, iW' = o, jy' = — j'V, O'^/z'^', 

2f^Z' ^t'f'J^s ydi' zizi'dy. ....... ...... ..o^. 

dx'zs^o, ydy -i^ l'di' ^ o -Y*7* 
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Les intégrales de ces équations sont^ en nommant AB les constantes 
ubitraircs qui les complètent , 

2'Yi -H 5V = <p(x% y=B{ (ss), 

x' = A, /» -H z'' = <^(A). . . .(s' s'). 

■ 

La première série de courbes (ss) appartient à la suite des méridiens 
de ia surface, et la seconde série de courbes///^ ^ ^^ ^^^^^ ^^^ cercles 
compris dans les plans perpendiculaires à l'axe des révolutions. 
Si» entre les équations du rayon incident 

'(xr—X)z=7:(x-X), y'iz=iy, (,' -.X)y=y'(x^X) . . .(a), 

j *l celles des courbes (ss) , on élimine x'y i , le résultat sera la série 
des surfaces coniques (CC) , 

y '= Bi (ce), 

\ ^ se réduisent à une suite de plans qui passent par l'axe de révo- 
Juicm. 

Sf, entre les mêmes équations (a) et celles des courbes (s s) , on 
âimine les mêmes quantités , on a l'équation des surfaces coniques (CC) , 

(A-^ Xy(f -H t) = (x-^ X)^<^(A) (c'c'). 

Ces sinfaces sont une suite de cônes à base circulaire , dont Taxe est 
cdui de révolution , et qui ont leur centre placé ^u point x =: X', 

jSi, entre les équations du rayon réfracté, 
^^'){Z-z'J=z!{x-x'J, yz=zy, y'{x-x')^\(x')(y^y')..,{k). 

? et celles des courbes (ss) , on élimine x'y'i, oxx a la série de surfaces 
Afvefoppables (SS). 

y — Bz <ss). 

' Si, entre les mêmes équations et celles des courbes (s^ s') , on éli- 
aine xy','î^ on- a l'équation des surfaces développables (S^ S) 

\UA)(f H- t) = <Sf(A)Xx ^A^ \(Ay i^S'S'). 
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Ces surfaces sont une suite de cônes^ â base circulaire, qui ont' p 
axe celui de révolution, et dont le centre varié -pour chaque vâl 
de la constante arbitraire (A). 

Pour déterminer les arêtes de rebroussement (<r<r) (<r (t') de 
surfaces développables , et les surfaces caustiques (^) (^' ) , qui s 
le lieu dés points dé rencontre 'de tous les rayons, ii faut comm 
cer par substituer dans les équations (^(C^ /6^ [3] les valeurs de -/l/^ 
M N' O ; ce qui donne 

^_ 4y>^2» A' = — I 
R^ (m* ^ n- -^ o^p A = — ('4» -H (fp -^^.Z~£^ ( 

* — *' = — +. j'— / = — /. 1 — 7i — — i ( 

R = (m} -f- 11* -H o^pK* = — (\^ -f- ^p. 

Si, entre les équation^ (ss) (G), on élimine x / j^ on aura, con 
dans le paragraphe [p]» un résultat de la forme 

lUy-^ ^V == x^' y ^Bi (c 

Et si , entre ces deux équations , on élimine la constante arbitraire 
oh aura l'équation de la surface caustique (^) , 

y" -^ z" — xi"") — i 

Si, entre les. équations (s s) (G) , on élimine x y i , on aura ç< 
des arêtes de rebroussement (a a) , 

X -nz A "^ \ (A) , ^ zzi o , j :;:=:: o {(r 

q[ul se réduisent à wnç suite de points situés sur Taxe des x , et < 

Iç lieu eçt I4 seconde caustique (^) $ 

• > 

;r =: O , J = O ••••(' 

Les points où lès caustiques (^L) ("Z') se rencontrent , <t qui 

do 
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donnés par Féquation ^ (x) = o , sont [22] ceux où le maximum de 
lumière est réuni , et se nomment foyers des rayons réfractés. 

Si Ton veut déte;rminer sur la surface /* -+- 'i^ z=i ^ (x) les courbes 
(s) fs) [ 5 ] , qui sont le lieu des points particuliers des lignes de 
réduction (ss) (s s) , pour lesquels deux rayons consécutifs cessent de 
se rencontrer dans le même sens , il faudra substituer dans les équa- 
âons/j^ j<// les valeurs de MNO, M N' O ; on aura alors 

• * 

\<S/ -^ x<Sf\' = o, /» -+- 2'» = <Sf(K'),..:.j[s)i 

équations d'un cercle qui, en réfractant les rayons, forme une surface 
conique f^) asymptote à deux nappes de la surface caustique (^). 
On aura en outre , 



Ces équations appartiennent au point de la surface rencontrée par 
Taxe de révolution. U faut cependant observer que, comme ces équa- 

tions donnent — =0^ - — zzi o r on pourra y satisfaire, en disant 

'n == rt: 00 . ou 



m m 

r 

i. . ... 

' ■ ■ \t i ■ 



4/* A* — (cf' -4- 2.7/ = o. /' -H f = <î>r/;. . ./s'), 

L 

équation à^\àï\ cerde qui réfractera toqs les rayons parallèlement è Taxe 
de révolution. - 

Quant au nombre T qui «xprîme l'intensité de clarté de l'image du 
point lumineux, on aura 

•■--.■ 

[^5*] Proposons -nous de déterminer la sur&ce de révolution pour 

laquelle les rayons partant du point x'=,X,y'=:^o^iz=:o^ se 

réfracteront tous parallèlement à l'axfB , ou celle pour laquelle les rayçns 

parallèles à Taxe se réfracteront tous vers un même foyer situé au point 

XIV.' Cahier.. , N ! 
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X =: X , y ziz o, i =z o. On y parviendra dans fun et Tautre cas 







en faisant — = o — =:: o , ou 

711 m 



4^A* ~ {<^' -H 2a/=z o. ,. 

Si l'on substitue dans cette expression pour ^' sa vaieur ^ ^ ^, ^r , 
elle devient 



é'quation dont l'intégrale est 

et qui appartient à tous les ellipsoïdes de révolution dont le foyer est au 
point X -zn X, y:=i 0,^ = 0. Le grand axe étant celui de révolution , et 

^8^ ^ , _/a > ^^ ^^ P^tit axe égal à -—p , ies Coordonnées 

du centre étant x* = uY -H — ^-jr ,^^1=0, j == o , et est la 

constahte arbitraire qui particuiafise chacun de ces ellipsoïdes. 

Déterminons actuellement la sur&ce de révolution telle qiie tous 
les rayons partis du point x =: X , y ziz o, 2 = 0, se réfractent 
vers un foyer commun x zzi X' , y zzz o ^ ^zzi o. 

Les équations des rayons réfractés étant 

\fn(i^ i) =;o(^^ x% ^ m (y-^yl z=in(x^ x') , 

on exprimera que ces rayons passent par le point x z= X!', y zzï ô, 
2= o, par la condition 

^mz' = o{r^ x'J, — m/ = n{X' — x'J; ^ • 

équations identiques, qui deviennent, en substituant pour m no, leurs 
Valeurs 

Or, si Ton substitue pour <p' sa valeur ^^ ^ "T^^ ^ > cette expres- 
sion devient 
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éqnadon dont f intégrale est 

)3 étant la constante arbitraire qui la complète. 
[26.] Soit la surface de révolution proposée, une sphère d*un rayon / 

_ • 

ayant son centre à Torigine des coordonnées. L'équation (F) de ia sur- 
Âce réfringente sera 

d'où I on tire 
y luktftudnt dans les expressions de m no [^4]» on a 

j'Yi -H 5V -H X'» =j>», y = 5t YWi 

-t*-Hw4»=j)S «'rs^ O's'), 

y = Bi (CC), 

{A - Xy(y- ^^-)=z(x-~X)* (P--A*) {CC) , 

;. >=^Bi ■. (SS), 

*''--A^j\(w^A)[P(J>*—iAX}-¥X^(P—i)\^-AP{J>*---iAX-¥X^)-^X[S*P(f*--tAX-¥X^)-^X'(x'*-^^ «. . .{S'S% 

■ 

//* A» — J^V* r^* /* A* -4- -^ /"*'* — «^VF 
' ^^_ #^i* A* -4- Jr^ jy[J>V* A* -♦-Jir^/^Jr^* — S^)f -{-(J"^-- ic'^) (V A* — ^^ A'ss—i 

x = x'-»- A+, ^'^yri + a;, î = î7ï -h a;. ......(G), 

«=:^«»^»»H-o> A=^+«-»-f;»Az= — i /» A» — jy» i-^A...(R), 

Ni 






"i ■ 
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Si entre les équations (s s) et (G) on élimine x' y' ^, ôtt aura le^ 
équations des aréteç de rebroussement (^(r) ; et si entre les mêmes 
équations (G) et l'équation x'* -H /* -+- i^ = /* , on élimine les 
mêmes quantités, on aura l'équation de la surface caustique (^). Mais, 
sans avoir recours à cette élimination , nous pouvons considérer sim- 
plement les cercles générateurs de cette surface qui sont formés par 
les intersections consécutives des surfaces (S'S'). On aura donc l'équa- 
tion de ces cercles en éliminant x' y -^ entre les équations (s s) et (G); 
ce qui donne , en représentant par «^j/ et A ce que deviennent ces 
quantités, en y substituant A pour x' , 

Si on élimine la constante arbitraire A entre ces deux équations , 

le résultat sera la surface caustique .....•, (^). 

Si entre les équations (s s') et (G^) on élimine x'/ ^ , on aura 

pour équations des arêtes de rebroussement des surfaces développables 
(S' S' ) . Cts couxht^ se réduisent à une série de points situés sur l'axe 
des X. L'équation de la caustique (^') , qui est le lieu de toutes ces 
arêtes, est 

/ = o , 2 = o C^'), 

En substituant les valeurs de cpc^'-^-^', on aura pareillement les 
équations des courbes Js) (s), et l'expression du nombre T'qui repjré- 
sente l'intensité de lumière. 

[27.] Supposons actuellement que le rayon lumineux 

a(i ^Z) — c(x — X), b(i — Z; =:c(y^ Y). . ,. . .(a), 

aprèis «'être réfracté au point x' y[ i de la surface F (x y "() z=. o ^ 
suivant là ligne 










• • 
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sorte du mîiîeii qu'il avait pénétré , pour passer dans un -t^ième 
milieu terminé par une surface . ''V-. 

il sera de nouveau réfracté et dirigé suivant une ligne 

,w C2 — ,?;; = o/jf — /; , p(l— z) = P(y — Jf)' ' ' .(A). ••:<;.. 

• • • 

Le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction étant une noa- 
velle constante /, on aura, pour déterminer /n^n^o, les deux conditions 

{m* -H n* H- o-J ' C.m» -t- .n» -H .«,»; "''^^/ 

',m(o ,q — m,r) -»-. ,» Cm/ — o f) -^r fi (n ^ — tn,qj = O ./c^, 

tfoù Ton tire (21] ^ ;- , - 

A étant un coefficient indéterminé qui s'évanouît du calcul. Enfin ; 
comme le point jX^y^i est sur le rayon (A) , on aura 

f«U — ^) = o ^/ — ^'J ' ' " Cz — z'/^ = o{Jf—y). 

Si entre ces deux équations, celles qui expriment [21] les valeurs 
de — — et l'équation F(x'y' '() .=r o , on élimine x^/'^, on aura 



en fonction de ,x y ?: et ces nouvelles valeurs étant substituées. 

dans les expressions précédentes de pi p p, on aura ces dernières en 
fonction des coordonnées X YT du. point lumineux , et telles p ^y n 
du point où se fait U seconde réfraction/ ' 

D'après le résultat du paragraphe .[ 2 ] , \ts nouveaux . rayons réfràc- 
tés/i4^ peuvent être considérés comme le lieu de Hntersection des deux 
systèmes de surfaces développables j[SS) (SS) qui coupent' la surface 
réfringente (F), suivant les deux séries de courbes /jj^ l^' ^') [3]^ ^^ 
la points de rencontre de ces rayons se trouvent sur deux surface» 
cau»Uqùes /s; /SV- i * i ^ , \. • 



< • 
• • • 



• . • 
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ExmffiSi le même système des rayons (aj a traversé un nombre n -H i 

de;-sjirfaces séparant un nombre // -+- i de milieux dlâSérens, on aura 

ttiî'. résultat analogue au précédent, en changeant pt p p en ^m ji fi , 

. ''et mn o en „_,m ^^n ^^p , en sorte qu'en. sortant du dernier milieu, ces 

.'-. .' rayons pourront • toujours être regardés comme le lieu de fintersection 

de deux systèmes de surfaces déveioppables ^(SS) /vS^wf^j et leurs points 

de rencontre seront situés sur deux surfaces caustiques /S^ /^V* Nous 

.observerons que la dernière des surfaces réfringentes peut toujours être 

déterminée par la condition que les deux surfeces caustiques ^(^) n(^), 

se réduisent à un seul point, 

: ; Si Ion -substitue les valeurs précédentes de ^m p p dans l'équation 
(H) , cette équation n est plus satisfaite , en sorte que le système des 
surfaces /S S) /S' S) n'est pas rectangulaire comme celui des surfaces 
(SS) (S^yj formé après la première réfraction. Pour simplifier le calcul 
de cette démonstration , on observera , comme nous l'avons déjà fait , 
que, les valeurs de ptpp étant indépendantes de la position des coor- 
données, on peut supposer que le rayon réfracté /AJ est dans un 
des axes des coordonnées, dans Taxe des i, par exemple; ce qui donne 
pi z=z o^ p -rr. o. L'équation (H) devient alors 

D'un autre côté , on déduit des conditions m = o , ./i = o . 

m r — p n r-^ a .^ « _ 



rm - .p m + -f (^) - / (^) = ° 



il 



et par conséquent 

m\(WHm--mv-(%)\-m(%^H'^M 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 103 

On a pour /^^ h (-j—) > (~Tv) * ^^^ valeurs analogues, en sorte 
que l'équation IH) devient 

Le premier membre de cette équation se réduit à zéro, parce que 
tàfc-^jqd^y -■{- ^rd ji =z o est la difFéjrentîelle de l'équation 
^(^ y H) = o ; mais les autres termes ne se» réduisent pas en gêné- 

ni , parce que les coèfficîens difFérentieis partiels /-j-y » {"d^J ^ 
ri) » &c. dépendent de la forme des surfaces réfringentes. Dans 

I «cas d'une simple réfraction, les coordonnées ^^c^^^j sont remplacées 
\ jar les coordonnées x^'V^ ^^ ^^s dernières, par les coordonnées XYZ 
I' an point lumineux ; et les quantités -AfyZ étant constantes, tous les 
' termes de f équation (H) se réduisent d'eux-mêmes, ce qui revient au 
, cas que nous avons considéré [22]. 

; \ On condlut de ces résultats,' que ^ \éi' rayorfs îfmatfés'^d'ûh point 
himineilx sont réfractés par un nombVe queléonqiiè ^é" surfaces courbes , 
séparant autant de milieux différéiis , le système de ces rayons , dans 
t^iacun de ces mîfieux, sera le lieu de l'ihtersectîon de deux systèmes 
de surfaces dévéiôppables , qui , en générai , ne seront* rectangulaires 
^u après la première réfraction. 

Réciproquement, si., en regardant comme un point le foyer des 

nyons qui pénètrent dans I œil , on considère le système des rayons 

çui émaneint d'un corps de forme et de grandeur quelconque, et qui 

•ont destinés à parvenir ;à l'oefl après avoir èté^ réfractés pai*' un nombre 

ipielconqàe^ de surfaces -courbes^ tous '4ces tayoiis ; eri s'élançant 'do 



/^ 
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corps lumineux, forment un système de lignes droites qui est le fleu de 
l'ijîtersectîon. de deux systèmes 4e surfaces développables. Dans chacun 
des milieux proposés , les points de rencontre de tous les rayons sont 
situés 3ur deux surfaces courbes i et avant la dernière réfraction, le 
système .des surfaces développabies étant rectangulaire , les surfaces 
caustiques sont 4e lieu des centres de courbure d'une surface parti- 
culière. 

Aprêi* là dernière féfractÎDn , ces ràyofts sont le lieu d*uhe infinité 
de systèmes de surfaces coniques concentriques. Si Ton considère f en- 
veloppe de ces surfaces , on aura une surface conique particulière tan- 
gente à Fîmàgè du corps. Enfin, si fon imagine une sphère concentrique 
à cette surface , les' arci- de grain d cercle décrits sur la portion de cette 
sphèi^e comprimé d'âtts * le' cône mesureront les angles vi|pels sous les- 
quels l'image sera aperçue; et le rapport de ces angles à ceux sous 
lesquels les mêmes parties dp lobj^t seraient vues, clans un milieu 
homogène , donnera le rapport de la grandeur apparente à la p^n- 
deur réelle. Gèsx&iiltàts àBHtcb'mmu/is àq>( rayohV réfléchis et^aux 
rayons réfïàctés'^,' et ,' en' géfiié]ràl\*' à'çeui qui auraient éprouvé un' cerr» 
tain iiombrexîe réflçxTônB et 'dé réfractions. 






faxe d'une «urfece de réyolutiQ.a'y*. -4^, z'* = <Pf/)> on avait la, 
position dq foyer des rayons réfractés, en faisant dans les équations 
(^(^J pu {G'J,4(x[;/,]z:=: o^icQ^c^^^ en ^présentant par ^ U 

valeur dé x qpi en résulte, et par x -U^ valeur de .or' qui résulte de 



'•'''■•■ r 



f = / ^ -^pjJ^^J^^^ ; i :;r =d-0 , -Z^^' ' 41)' 

Si ces rayons rençpntrent.uneflpuvelje surface réfringente ^y^^i^.:^<Sf(pc) 
tqrjpin^^fi un troisiçiçe milieu, ^fel que fp rapport du ^inus d'incidence 
^y .^nus dç réfracïfpft ^foU^ .en, représentant p^r ^ k valeur- de x 

■■t. . 

qui 
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mil correspond à la position du £oyer,.^et fu^ la coordonnée du 
sommet de ia surface , on aura pareillement 



fit enfin , après un nombre « H- i de réfractions à travers un nombre 
f -^— I de surfaces de révolution ayant le même axe , séparant dts milieux 
& différentes densités, et dont les équations seraient 

h position x = J^ du foyer sera 



I 

i 



.5 = .* 



r • 



L Ainsi les diverses positions des foyers pour chacune de ces surfaces 
sont les différens termes d'une espèce de suite récurrente, dont Itf 
usine général est l'expression précédente de J^, et qui contient autant 
4e fonctions arbitraires que de termes. 

[2^.] On appelle lentille un solide formé par une substance dia- 
fbane comprise entre deux surfaces de révolution qui ont le même axe. 
Ces surfaces sont convexes ou concaves» selon que leurs rayons de 
courbure sont tournés vers Tintériéur du solide > ou vers fextérieur. 

Lorsqu'on considère les rayons réfractés par les deux faces d'une 
ifiitille , ces rayons , après l'avoir traversée , rentrent dan« le milieu 
joà ils étaient avant la première réfraction ; en sorte que , si le rapport 
dn sin'ûs d'incidence au sinus de réfraction est l, lorsque le rayon se 

ïéfraae sur la première surface de la lentille, il sera -y sur la seconde : 

on' aura donc, en représentant les deux surfaces paf 

« foyer ^ des rayons après la première réfraction 
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et après la seconde , en rentrant dans le premier milieu , 

x' — ,x exprime la portion de Taxe de révolution comprise entre les 
deux surfaces, c^est- à-dire, i'épaisseur de ia lentille; en sorte que, si 
la lentille est très - mince , on peut négliger ce terme , et Ton a 

ç / . »'.yY*' — -y>> //7 m) 

'^ — ^ i(.<p'-¥)('c'-'X) (1-1)^9'.^ ^-^ '^' 

Enfin , si cp' =:: ^icp' , c est - à - dire , si les deux surfaces sont sem- 
blables. 

Si les deux surfaces se réduisent à deux plans , on a^ 

cp' = oo, ^cp' = oo; 
substituant dans lequation (fl) , elle devient 

^ = ^-rx'-,x;-^ ...(fip), 

équation qui se réduit k ^' zzz X quand l'épaisseur x — ^x est très- 
petite. 

On voit, d'après ce résultat, qu'une lentille plane rapproche Tîmage 

du point lumineux d'une quantité (x* — • ^x) j qui est d'autant 

plus grande que l'épaisseur fx — ^xj et le rapport / sont plus grands. 

L'expression fflj peut servir à déterminer ce foyer après la réfrac- 
tion des rayons à travers un nombre n de lentilles de différentes formes 
et de matières <lifférentes ; car \i est çvîdent , d'après cette expression , 
que si les rayons sont réfractés par une seconde lentille dont les sur- 
faces sont 



/ -^ X = i:^(u^)^ \j' •+- ,,/Z' = su^L^)' 
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et pour laquelle le rapport du sinus de réfraction à celui d'incidence esc 
égal à }, la position ^^^ du foyer sera 

A «_ X- yyr..*-e; i 

et enfin , en général , n indiquant le nombre des lentilles , 

la— 19 I an— i^f "• an— a* — — ~ ^-7-7 i Tï ZJ I 

<^«-«*-*- 7: > ' ■■■ ' ' ^ — #7 — ^^^ g) -i ' : • 

-*r a— ^9 ii^i< (a— aX -* n— igy |^, -. 1 . 

L : . , 2|af --»* —«—«Ç/( *•-*»*— V»»-^"^ 4 "~* 



[30.] Si la lentille proposée est une sphère x*^ -+•/* H- j'* = /*, 
on aura <?' = — xx zm — 2 )> ; ^^J)' = — 2 /= 2 ^ ; substituant 
Ans l'expression (^7/ du paragraphe précédent, oint obtient, pour la 
coordonnée ^^ du foyer. 



■/ 



k 



six 



si — iX(l—\) 



■ - . • ■ ■ . . . - , 

V _: •P' t ' 

^ ^ ^ 2 — 1 ' , i 

^^falci leisl ïayohs liicideft» 96nt tegnxièé <5cfmme dîvet^gShs du point 
wHt ies coordonnées sont x^-^zz^Xy y rrr î>, vgrr: a. I>an6 le cas 
^^ X =z f f et où, par conséquent, ce point est sur fa surfaice mém^ 
^ la lentille , on peiit regarder, 'ifes^ rfljtojis comme diveigens de ce 
point ou cohvergens vers ce point. Maîk'si iï'^/j^alors les rayons 
Wf<^eh$ in^c^doivient plus être ,;rQ|^diî$ iiptei}i:oibnf|e cpj^erg^ veA fe 

Oz 
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point X zz: X , y z=z 0,2 = 0. Oif a donc, pour les rayons con- 



vergens 



f 



-^ — / 'h •— f 2^1 * 

'X=o ^ = 0. 

^ = —00... i=: — / j^j^^r 

Ainsi les foyers des rayons divergens sont compris ^entre les limites 
— / ^i ^ ^ j I -^00, -f^oo, / "JÎ-T"' ^ ^^^^ ^^^ rayons convergens 
entre les limites p r r i o / — / -^^-77 p • 

'f 2 — / ^ z(l — l) 

Considérons actuellement le cas d'une lentille terminée par deux 

surfaces sphériques (x. — au)^ -+-:/* -I7 z'* = /Vf (^ ■ — jS/ H- 
// -f- ,2* = ,/* ; on aura <î>' = ~ ifx — <tj) <^[ z=z — 2(>. — /3;, 
comme x' = et d= / , ./ = /3 ± ^/ , <p' z= ^^ 2 ( dz fj , 
<^' zm — ^ ^ ~ ///^ f le signe supérieur ayant lieu pour Tune ou 
l'autre surface lorsqu'elle est convexe du côté du point lumineux, et le 
signe inférieyf lorsqu'elle est concave vers ce point. ' 

Si l'on substitue . les valeurs précédentes de <^' ^' dans l'expression 
'(fî)i et st'^l'oiiF lïqraine ^" fépâîsséur vc -r/f/ on aura 

en remarquant que les quantités / et f comportent les signes it dans 
les cas précités. 

Si rcin;^pppose Forigioe ^eis <K>$r49APéie4«^^^^^ face de la 

Ientilfe,.içîest-à-dîre, $i rpp^îr.,<r&:±..0;,.cpuV/ .:;=;; /^ l'expresj^ïPH 
précédente devient 



r 0-^ f.yj , Jf!:. ■-.>".':> 'ii.^^ 



£niki|» d'fét^iiW<iir>>âtPJa3i4|itilI« <^ia^8ëâr pdite^ pari rapport à ;*/j jf 



(; 



• 
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f t X poitf qu'on puisse la négliger , 

ç f\f^ „ 

/Ç — x\(.ssT(i-^)-s>y\ * 

Si fon donne à- la- fois k f tt ^f le signe positif ou négatif, cette 
expression désignera le foyer pour la lentille dont les deux faces sont 
à'Ia-fbis convexes ou concaves du côté du point lumineux ; c'est-à* 
dire, pour la lentille convexe - concave. 

Si / est positif et ^/ négatif, cette expression appartiendra à la len- 
tille convexe ; et si / est négatif et ^/ positif, cette expression appai* 
tiendra à la lentille concave. 

Supposons que la lentille soit convexe, et que les rayons / et ^f 
soient égaux , on aura ^f négatif et =: — /. 

^ — zX(l— 1;— j>* 

Si X z=z 00 . i = — /"i^mj' 



> - 



^ ^= — /Ç = / Z(2-JJ » 

X =z o.. ^=0, 

■^ = — / ^ = — / a/-.i ' 

X =Z.OO ^=:— p y: r 



Ainsi les foyers des rayons divergens seront compris entre ^f "jr^t 

— 00, -+- 00 , o , et ceux des rayons convergens entre o et — / ..^ , . 

On peut faire un calcul semblable pour les lentilles convexes-cbn- 
caves , et les lentilles concaws, et Tari- obtiendra les résultats qui leur 






sorif partifcuikir»,- - .......... .... ; , .i-^ . , .:.,.....» 
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[31.] Nous avons déterminé le foyer des rayons réfractés dans un 
système de lentilles quelconque , et ce foyer appartient évidemment aux 
rayons réfractés les plus rapprochés de Taxe : mais, si nous considérons 
les rayons incidens qui forment une surface conique circulaire don- 
née , ayant le même axe que la lentille , on conçoit , d'après les résui^- 
tats du paragraphe [24]» que ces rayons, après leur réfraction, auront 
sur le même axe un foyer particulier ; en sorte que, si l'on suppose la 
lentille limitée par un des cercles de révolution d'un rayon E , tous les 
rayons incidens sur sa surface antérieure auront , après avoir traversé 
la seconde surface, une suite de foyers situés sur l'axe, et qui occupa 
ront une portion de cette ligne. 

Cette portion de ligné dont nous allons déterminer la longueur ; 
est le foyer de tous les rayons émanés du point luminenx après leur 
réfraction : on l'appelle, dans les lentilles terminées par des surfaces 
sphériques , aberration longitudinale de sphencité; et nous l'appellerons en 
général, pour une lentille quelconque,, aberration lonfftudinale de courbure. 

Soit donc unç lentille terminée par deux surfaces de révolution 

la première étant la surface d'incidence , et la secondé celle d'émer- 
gence. ... 

Nous avons vu [24] qu'en considérant x' comme- une constante 
arbitraire, les rayons incidens sur le cercle 

étaient , après la première réfraction , * compris dans une surface 
conique i :..-.. .• >...■•;•. :■ v . . ; .../ \^y K 

dont lé centre ç^t . , . , . . 

Cette surface coniaue coupe ia seconde surface de rév^bsUiAn ^^iv^' 
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k cercle d'émergence , dont les équations sont , par conséquent , 

La première de ces équations détermine ^x en fonction de x^, ou 
xédproquement. 

^ Actuellement, si dans Texpressîon de ^{x^J on change x\ en ^x , 
^en ^c^, uY en ^, et / en -y- [27], on aura une expression ^n|/ {xj 

» t 

ttUe que la surface conique qui comprend les rayons après la seconde 
sÉaction., sera 

.V M (f •+■ t) = ,<!> w [' - / H- .+r/;]* ..... (.so- 

Cette surface aura son centre au point 

;/. * = ,x -— ,\(,x) = ^, ^ = O , Z = ° f/J' 

/'^H est évident, d'après les équations Y^^^ /que ^^ peut être regardé, 
rà; comme une fonction de x\ soit comme une fonction dé ^x» 

Si le diamètre de la lentille est 2 È, toutes les valeurs de x^ seront com- 
prises entre celles qui résultent des équations cp (x) = o, cp (x) = £"*. 
Représentons les valeurs de ^x qui y correspondent, par les signes ^^ A , 
tt cfeHes de ^ qu'on en déduit , par ,^ ^ ; il est évident que toutes les 
valeurs de ^ pour toute l'étendue, de la lentille sont comprises entre 
*» ^ /E » ^^ ^^^^ ^^ ï^ poition de ligne par laquelle passent tous 
1« rayons et qui représente leur foyer, ou enfin l'aberration longitu- 
flinale de courbure , = ^^ -p— ^^^, 

Wsque la lentille est très -mince, on a sensiblement y* -4- z^ = 
/ •+ ^J*, et, par conséquent, <^(x) =z ^cf> ^^x/ D'une autre part, ^^^ 
ï^ïésentant la valeur de ^^ quand cf> fxj = £"* z=: o, on pourra 
r ^aemment représenter la valeur de ^^ par une série 

\^ — ,]^ ^ CE^ -4- CE^ + CE' H- &c. . . 

Maoïméc suivant les puissances de E^ ; et si la largeur de la lentille est 



i 
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assez petite par rapport à ,^ , pour qu'on puisse négliger les puissances 
supérieures de E* , on aura 

Â — o,^ = CE^; 

ce qui indique que , dans cette hypothèse , les aberrations longitudinales 
sont proportionnelles au carré des diamètres des lentilles , quelles que 
soient d ailleurs leurs formes. 

Si Ion conçoit dans le faisceau des rayons réfractés une suite de 
sections perpendiculaires à Taxe > chacun de ces cercles pourra encore 
être regardé comme le foyer des rayons réfractés ; et le plus petit de 
ces cercles , dont nous allons déterminer Tétendue ^ mesure laberration 
iatitudinale de courbure. ^ 

Tous les rayons réfractés sont compris dans la surface caustique f,^J^ 
tangente à tous les cônes {/S^J , et qui se termine au point xzzio^f et 
dans celui de ces cônes qui s'appuie sur le plus grand cercle d'émergence t 
et qui a son centre au point x z=z ^. 

C'est donc à llntersection de ces deux surfaces que se trouve le cercle 
d'aberration Jatitudinale. 

Or, on déterminera l'équation de la surface caustique f^^J en élimi- 
nant p^ y II entre les équations analogues aux équations (G) [^4]; et 
celle de la surface y^ -H ;C ^= /^ d^) » ^^ observant d'y 'substituer la 
valeur de x en fonction de jx : ce qui revient à éliminer / et ^x entre 
les trois équations 

équations qui donneront un résultat de la forme 

/ H- 2* ^X(^)' ......(S). 

D'un autre côté, en nommant (A) la valeur de / <jui répond â 
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i (x'} = £* , l'équation de ia surface conique qui s'appuie sur le plus 

:and cercle d'émergence , sera 

,+■ (A)(r -^r i) z= ,<S>(A) [,^A-^,l (A)]'.. .(SA). 
On pourra donc regarder comme équations du cercle d'aberration 

ititudinale , les deux équations. 

h première .déternÙDant >l&<>valeu^ ^é jt en.^nciibn (Su diamètre de 
U lentille et de ses cpurbures, çt la seconde déterminant le rayon du 
cercle proposé. - '" Vil ". ■ 

Lorsque la lentille est asséz'rnihce et èssez |)eti étendue pour qu'irrf 
puisse lui appliquer les. simplifications dont, nous avons parlé, on 
dttermine directement l'aberra'tion.latitûdinale en fonction de l'aberra- 
(ion longitudinale. En effet, le cerclé d'aberration latîttidinale se ti-ouve 
à l'intersection d'une des ' surface» f/S'/ «t de la surface (SA)-} #tf 
tonsidéré sous céitôp^ort, il a pou* équations j '1111:111 

,+r>^A<^'•W[^-,•v-^-,4r;*;]^-,4W,<^'Y^;[A-/|^-,4'/'4;]=o; 
,4-''W (f -)- 1] = i<f (A) [» - ^ -H ,4. {A)-\- . 

liijuatlons dans' lesquelles îl s'agît' séuîemént' de déterminer la valeur de 
/qui satisfait a là condition proposée!" Or", eii nommant V la valeur, 
de j^ qui répond à' fa valeur cherchée dé x , et observant qïi'on a 
<^(A) = £* , ^ — ^^|/ fA) z= \^ , ^x — f-\' fxj = <r- La première de 
«s équations donne pour ia valeur de ;r, ' 

« en négligeant les quantités de l'ordre £+, et par conséquent de 
lordre cp^, cette équation se réduit i'._. 

XIV.- Cahier. ? 



c 
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Mais, tfaprès ce que pou8_ avons vu 

«lopc . ' 

ri.i::i,iT ■ 1 .>Tja uti j-uijl^^ij -lufiin,! tjI ii; 

, = ,?-+- -iLA[£,<f'^v— ,<?(-,»■;]• 

I[ est éviJent actueiiement que la valeur de .v que nous cKerchoni 
est la plus grande de celles qui ont iieu pour les différentes .vaieur»j 
<te <pfx). Si fon fait <fciic ~. — 7—7- =r.o,'on obtiendra, pour la vi 
leur de cp qui donne fe maximum , <^' (x) :^ — ; et après la subsU- 

d'où l'on voit que te cercle d'aI>erratiDn latîtudinale est éloigné di 
foyer des rayons extrême*,, du quart de l'afaçTration ippgiiudinale, âub|sti|^ 
tuant cette valeur de x dans lequ#tion /J^^^^^iiOi» aura, pour le layp] 
^^^ de ce cercle 

^^^ Ù -H ZV = - -^ = ■ 



II suffira donc, dans les ientilJes très- minces et de, peu d'étendue 
de déterminer l'aberration longitudinale, et ton, en déduira l'aberratioi 
latitudinale. On doit observer que ce résultat est indépendant dé 1^ 
torme des fonctions <p <p , et, par conséquent, de la nature des sur^ 
faces qui terminent la lentille. . ' j . , i 

[32.] Il nous reste à considérer ûhé-autre espèce d'aberration qui 
provient de la différence des réfractions des rayons colorés de d'iffé^ 
rentes espèces. 

Soit / le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction potQ 
les rayons les moins réfrangibles , et /' ie rapport anaiogUÊ:|^ûr les *■ 
rayons les plus réfrangibles. Nommons A ia valeur de ^.v qui résuit* 

'Y 



J 



i^nsi^pv? 



I 
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de <p (x ) :^ E'- dans i'équation (ce), et A' la valeur de x qui résulte 
(p (x) = ^^ dans la même équation lorsque / est cliangé en /. 

Les rayons émergena les moins rcTrangibles seront compris dans U 
surface conique 

A'W(f -t- t) = ,9 W[a- — A^ ,^(A)]'.. .(SA), 
Jont le centre est ■" ' =>'■< « 

" ' x'-^^ A ~ ^^ (A) z=z ^ , y::=&. î = o...(o-X); 

et les rayons émergens les plus rcfrangîbles , dans la surface conique 

' MWO' -H i') = ,<î'/'-4';[' -+- -^' — ,4'r'^>]'--- -(SA)', 

dont le centre est » ; ^m^n^yun'i -nq ,13 

A- z= ^' — ;^(A') =: J'. Jf^ro; l33rO./.i.(trA); 
en observant que dans ^^ (A') et ^<|> ^/4'^ on dcit mettre t au 
Jieu de /. Tous les rayons compris entre les jnoins r^frangibles et les 
,plus réfrangibles auront des foyers .v := ,^ compris entre ^ et ^', eo 
sorte qu'on aura 

L'ibcmiïon iongitu-l , 

■«nilt de rcfrangi-[ ^=^ ^ ^ '^^^ ^' '^~ ^ ~^ A (^) """ A(^')' ' 

MW ) ■ . , , - ..... ,, 1 

expression dans laquelle on peut observer que A' - — j^ esf une quan- 
Bté très -petite par rapport à l'épaisseur dé la lentille et au terme 

»w-,+w- _ . . . ' ; " ' '. 

Quant au cercle d'aberration latitudînale de rc'frangibiliié , il se 
Troir*era à" l'ïiltersection des denx surface» coniques fSAj et {SA/, 
et aura, par conséquent, pour équations, 

ria première déterminant te valour de x en fonction du diamètre dte" fa 
fcntilJe de ses courbures et de& rappbns. / ^ j etJa sçcofhte déterinlfiant 
I rayon du cercle cherche'. -, -il -ïtij .1 ■_! . ■, ■ ,j ■ ; (> 

P'z 



1 



1^ 
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^'{33. J^Ettfifti^ ^ foit considère A-Iarfois ràberimî et 

celle de- réftàRgîbiiïtév eÂ nioininànt|^^]ià valèar jde .j^.|)crui: ieif rayonk 
lès ftîoirtsî rëfmngîblei^ qualnif<}^ /^x'/ ûii:..o » Y^|'/ Ja vakun de ^^ pbur 
les rayons les plus réfrangîbles quand <p ^x/^ r= £* , ' o» • aura : 

AiMNrratiônIpngItudinalel' . i . •- * 

de courbure ' = ^^'^ — [^^]. 

et de réfrangibiiîté J 



« ^ «. 




. Quant au. cercle d aberration iatitudinaie , H sera, à rinteisectîon des 
deux surfaces , 

et, par conséquent, les équations de ce cercle seront " *' '^ ^ " 
la première désignant la position x de. ce cerclé , et îa.secQnde son 

* « " _...'ti.' - «^.^..i- ;. .,i.'i«. ...I* .•!. I'. 

rayon. - .-. . \ . 

t. 

I • 

[34.] Appliquons cette .théorie des aberrations, aux léntHIes termi- 
nées par des surfaces sphériques; soient ces deux surface* 

' y - »/ '^T. \:i^- ^ ri- .(:^-^^¥ ^'^T ' ■ 

la première étant la surface d'incidence , et la seconde celle d'émergence ; 
*on aura .r 

— *• ■ 

"Il fadt obserVë^^qde^' ce Vàcfiliial j i|Oïnpc>rtig^ le w^e xfcv-'pwce que la 
quantité qu'il renferme peut ètn le carré'41'bittflijuàiitité ipÎDsitiyei oài 
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ceitti d'une quantité jiégative; ce qui dépend, dans chaque cas, de ia 
forme et de ia position de ia ientille. :> '^i '^-y 

'^ ^'' l^ 6.^- — (X — <t)^ 

^> _ ^x' — *;» -t^ ^'x' — ^;» /• • •^"/'' 



'. IJ ■ . I '. ■■ : j 



j!;-.-:,^'=,./V-/.*.-0;». : 



< ■ 



Les valeurs ./^ et y4.. de x qui correspondent aux équations 

<f (x') = /*— ^x' — <t/ = o , <^{xj=z f — ^/ — <l) = £* , 

Le signe -H ayant lieu quand la surface d'émergence est convexe du 
c&tédu point iumineux, et le signe — quand elle est concave vers ce 
point, ... 

/% ^^^ — ■ - ... I ,,m, . I . . ■! I.- . ■■ ^. I ai rt . Il • 

opressioh dans laquelle . 

« f z=: et dt ff^ — £^^J^.f le signe -H ayant lieu quand la surface 
<Rncîdence est convexe du coté du point iumineux, et ie signe — quand 
^ttt concave Vers ce pomt; 

expression dans laquelle" « 



l(x* — XJ-^CX-^a) ' 

« / = et db fi. à cause de <)> (k'^) =;= o , 
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expression dans laquelle^. a ia valeur que nous lui avons déterminée 
dans Texpression de A, ^ v^r :î,. 

Les quantités ^^^ et ^ étant déterminées en fonction djB X ùu./H.f.^f 
et du diamètre 2 JÇ de la ientîile , on en déduit fexpressîon de f aber^ 
ration longitudinale de sphéricité 

Quant à l'aberration fatîfudînâfe de sphéricité et aux aberrations de 
réfrangibiiité , cm substituera les valeurs précédentes de <f <f ^ ^^ dans 
les formules des paragraphes [3 î] et [32] , et Ton parviendra toujours, 
par réiîmînâtîon , aux équations dont elles dépendent. 

t p 

*■. ••- **■""■.... ( .-. . 

[35-] Commençons par appliquer les calculs des aberrations à «ne 
lentille plane , formée par deux plans parallèles x' == o / = • — ^ / où 
ftwrâ 



j> = 00, j = 00, 

f r**; = /»--('*■ — «/ szy ^ j'» =: f» , jf(.x; = j" — C,x —fif^j* -»- ^» = / , 

/ 

Substituant la valeur de / qui résulte de cette derrière con4îtip9 
dans les expressions 4e /J> {^xj ^^ ^a:^ ^,^les deviendront en fonction 

de / , ,\ 



•LlI: i^^l^is:.^ ^ "-* Ç-^v^.^- ■ ' " ! - 






çi^A..l ,y\_^_t^...î.y., •,_.„.. <;, _ ) 
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Si actueiiement on cbnsidère les valeurs de ^ J^ à. leurs limites cor- 
Kspondantes à r = o , r = £ * £ étant le demi-'diaiQètre die la lentille i 
diet seront 



/=o...,^ = A'/. r'=£...^=z[E^O^—iJ-i-X^l^Y, 



/— I 



X 



• s 



èr enfin raber|afiQn loJîgîtudîna(e de courBure serai 

^pa vpît que, les limites de cette aberration sc^nt o quand E^z^zo^ çt 

-r,<giand £ = 00 ; ainsi elle sera toujours moindre que -j- , et d^autant 

BKÛmlre que le diamètre -2 È de la lentille sera- moins grand. 
Quant à l'aberration iatitudinaie de courbure , il faudra commencer 
éliminer r entre les deux équations 

x^(f -f- 1^) = Mi -^ê — -jp ^-. '^ \ r . . . CS') ; 

x = X — e^ i^^ ^ {G); 

«e 5111 donnera' à 'l'équation de surfàcé~càustî<înèY/S^ tangente à tous 
Wàîèi'fjSr j; -que hbiià^âv'ons repréierttëèf'pw'/ if-l>jn-t= pjj (x) , 

wrfîn Ton déterminera ia position du cercle d'aber^tîon Iatitudinaie de 
WMmre pat l'équation 



< I 






=£■* / X -\-t—X -~— 



^cn substituant cette valeur de x cfâHs l'équation /^ïy^, on a^aJa 
wlmr^ (y^r. h-;, j* ^. du rayon du cqrcle cJbefché, 



« * • 

I « 
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Pour dcteFminer les aberrations de réfrangibHhé, on nommera^ / J 
rapport du sinus id'incîdence au sinus de ïéfiractipn .pour.Jes. rayons ;k 
moins réfrangibles , / le rapport analogue pour les rayons les psUi&r^ 
frangibles, .. . .. 

Les rayons émergens les moins réfrangibles seront compris dans un 
surface conique - .- 

dont le centre i est • >, 

'i^X^e~i '"" . :.-t- (^A] 

et lei rayoh^ éfeefgen'S'l'és plus î'^fràngibtès;da'ni5 uhé surface' c<^nT^e 

•iJ-ri-'Ç'' '■ »r - •'!-»( •■'■■• ■• ' '■■'■ ■^^^''' ' -■'■ '■•■■' ''«■*■ '^ ^^K^ -""'/yiVv 

^ 6' -*- ?/ = ^* 1 * -+- ^ -^ ^, r-r. rr—T- • • •(Î>A) 

dont le centte est » ^ > !/ ^ •>- 



^^X — e-^ —^ r .... ..... .(<r'A) 

On aura, 'pUrVonséqueiit/ pour laberration longitudinale de réfrangi 
biiité, 

le cprcle d'afeerration IongkudinaIp.<Je3f4frai>giJ^j|it^ çera à |^intç^ç<çji9 
des deux surfaces (SA) (SA/; et Ion aura, par conséquent, pour se 
équations, . i 

x=:A—e'-h~-\' T-i- : : t[» . . 

/-H r = ^i '- r ^-^-^^{;tH^' 

d'où Ion conclut que 

le diamètre du cercle d'aberration ) £ ( Taberration longitudinale de ri 

longitudinale ^e féfrftngibîiité Ij .:^ X ( frangibilité, ./;» î ; 

[36-] Considérons f en- second^ Aieu , ^ une lentille plané; convc> 

termina 
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terminée par les sur^es x' =zo ^ (jx -^ j8/ -4- j^* -+- 2* = ,/* ; et 
supposons la distance X du point lumineux =: c» : on aura (Lzzzloo^ 
/ zi: 00 , £* = ^/* — ^* , ou /* — /3* ; en substituant f ^ ,f 
pour simplifier, 

Si actuellement on considère les valeurs de ^ aux limites correspon- 
dantes à /*- ^^a: - ^8/ == o , ou /r - ^ ==-/,/ -^,x-^;* =^^ 

elles seront 

.ç a/Ç ^3-j : — ^ 

> Si Ton développe le radical , et si la lentille est assez mince pour qu'on 
puisse négliger le carré et les puissances supérieures de son épaisseur 
l / — /3 , on aura 

' 'on l'on voit que , dans les lentilles planes convexes trè,s-minces , l'aber- 
Wioo longitudinale est proportionnelle à leur épaisseur ou au carré de 
inf diamètre , ce que nous avons démontré pour le cas général [31]. 
Qiiant à l'aberration latitudinaie , il &udra commencer par déterminer 
'<^ation de la suri&ce caustique {/^Jt en éliminant /c entre les deux 
^uations; 

J-* - ^ - .'[^Y» - /v -H /v.* - ^;*r I* />• -^ îV = [i»' - C" - /y*]- • • 

^ pu combinera l'équation avec la suivante. 
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qui est celle de la surface conique qui comprend les rayons extrême» } 

les valeurs de x et {y H- 2*y^* qu'on retirera de ces deux dernières 
équations, donneront la position et le rayon du cercle d'aberration 
iatitudinale de courbure, 

Pour déterminer les aberrations de réfrangîbîlîté, on aura les équa- 
tions 

[H -*• /(>» — /» £V^?6^ ^ ^; = £» [x(h — i;-t-/3-H/^i»— /»£»/]*• . -(SA), 
— /a — /(>» — /» £»;• . 



Â 



/» — I 



«ç — /'» _ I 

d'où l'on dre ■ ... 



Si la lentille «st assez mince pour qu'on puisse négliger l'épaisseur 
/ — /8 , par rapport à y> , les expressions de ^ et de ^^' deviennent 

ly — (l—O * ^ — /• — I * 

et , par conséquent , ' ^ 

^ ^^^ / ^/.— i; ('Z' — i)^ ' 

le cercte d'aberration làtltitdinalé de- réfrïingîbilité sera à i'intei^éction 
des deux surfaces (SA) (S À / ,' et i'àn àntu t par conséquent^ i>our ses 
équations, ■■■.■■■< 



« { [i3 -H i(f^ - /» £-j^] /r» - i; ^ [j8 -H /'<'/» - /•« £»/] r/* - »; ) 

( \fi, -H /^/» _ pfV'i a'* - 1; -»- [/S -H /' r>* — ^''-EV^j ^ - «; ) . * 

i*; 'Si.Ia-ientilie est «sses mince pour qu'on puisse négliger l'ép^sseur 
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■0—^/3 jMur rapport à fp ces équations deviendront 

* — /-H/'-a ' -^ ^ Z — -^ ( /^/'-ay- 

iSZ'] ^^^^ actuéiiement une lentille convexe formée par deux sec« 
dons de sphère 

r*'-*/-^/*-4-2"=/\ r/-^/ -*-./-+- ,2*=,/. 

Si fon prend pour diamètre de la lentille celui d'intersection des deux 
spjières y on aura , pour la position de ce cercle , 

f et pour son rayon , 

J y / 4 /A et u » 



\ - 



* (fi — «;» 

enfin, si 

'* = — /3, E*:=z/^^\ ,^ = /3 — /, ^ = 0, 

~'fil(^—fi — X}-k'(fi—ti)(X-^li) 



# 



4 



4 



18 riS -j» •- .1; -H / ris -i»; a - ^; 



• [38.] Nous avons démontré [8]* [»a], [^7]» qu'un faisceau de 
^ns incidens compris dans la petite pyramide quadrangufaire Ibrmée 
fAr qoatre surfaces coniques CCC C était, après la réflexion ou 
"^ téfracckm , compris dans une sur&ce quadrangukire formée jp«r 
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quatre surfaces développables SSS'S' infiniment proches : mais ] 
portion des surfaces SSS" S* comprise entre les deux surfaces caustiqui 
2, S', ne forme plus une surface quadranguiaire, mais une petite pyr 
mide triangulaire P, qui a pour ses quatre faces ia portion de chacun 
des quatre surfaces SSS^S" comprise entre les caustiques SS', et poi 

expression de sa so\iàhé,P=z y '—; t est [4] l'angle compii 

entre deux surfaces développables, et on a sin. T ^ i dans ie cas d'un 
seule réflexion [8] ou d'une seule réfraction [22]. Cette petite pyramid 
P qui , dans ie cas du miroir plan , se réduit à un point , doit être rê 
gardée comme le loyer des rayons compris entre les quatre surfa< 
SS^S'; et il est évident que plus son volume augmentera, plus 
foyer sera dispersé , et moins la vision sera distincte. 

Le terme Q qui exprime la dispersion du foyer, sera donc en raisoi 

., , . , (R — R-)^ kk-i\T\.-r ,, , 

de ia quantité -2 : or, en nommant a i ouverture de : 

prunelle , on a (D -\- R) k ( D -H R') k' sin. t = (i* , ou kk' sin. t = 

h étant un coefficient constant, et a une très-petite quantité. Si ^ > / 
il faudra évidemment substituer R ^ R k R — R' , afin que le nombi 
Q soit toujours positif. 

Lorsque R := /?', on a Q =: o ; ce qui exprime que la dispersion e 
nulle, ou que la vision est parfaitement distincte. Si R ou /?'sont infinis 
on a Q ^ 00 ; ce qui indique que l'image est complètement confuse. 

Si la netteté N de l'image était simplement en raison inverse de i 

■j. ■ , r . ,, I (D-^R)(D--r R')h^ _ 
dispersion du loyer , on aurait N z=.~^-=z - — .^_^.., — ; et < 

résultat, dans ses limites, serait conforme à l'expérience : mais i! e 
plus naturel de penser que l'indislinction de l'image est en raison de 
dispersion des rayons sur la choroïde; or, lorsque les rayons qui partei 
d'un point lumineux vont peindre son image au fond de l'œil, on peu 
concevoir qu'ifs ont un foyer unique, et par conséquent, la sensation qi 
indique la présence de ce point est parfaitement distincte. Mais si i'c 
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^jàiâgîne <îeux points lumineux situés sur le même rayon visuel , les 
rayons qui partent de ces points ne pourront pas , après avoir traversé 
les humeurs de l'œil , avoir un foyer commun ; cependant, comme l'ex- 
périence prouve que la forme de l'œil se modifie jusqu'à un certain 
point suivant la distance des objets, de manière à en rendre la vision 
distincte, il est évident que , dans ce cas-ci, elle se modifiera de ma- 
i nière que le cercle d'aberration formé par les rayons réfractés des deux 
HBoints lumineux soit le moindre possible : ainsi , en nommant x le dia- 
Finètre du moindre cercle d'aberration, a celui de la prunelle , b la dis- 
' tance à la prunelle du foyer du point le plus rapproché, c la distance du 
foyer dii point le plus éloigné, on aura, en regardant l'ouverture de la 
prunelle comme très-petite , 

h—c 

i -H c ' 

et comme la netteté A'" de l'image est en raison inverse de la surface 
du cercle d'aberration , 

*' aUb — c}' ' 

k étant un coefficient dépendant de l'intensité de la lumière. On observe; 
relativement à ce coefficient, que la netteté de l'image peut être la même 
pour difFcrens degrés d'intensité de lumière : mais il faut alors que i'ou- 
venure a de la prunelle soit susceptible de varier; ce qui a lieu effec- 
tivement dans la nature pour les clartés moyennes. 

Il lie s'agit plus que de substituer, dans l'expression précédente de N, 
les valeurs de i et f en fonction des quantités D-\-R, D~\~R'; pour 
cela, nous observerons qu'en supposant donnés sur l'axe visuel la distance 
D-i-R d'un point lumineux à la prunelle, celle de son foyer i, le lieu 
ei l'épaisseur e d'une lentille à segme' ^phériques , ainsi que le nombre 
/«jui dépend de sa force réfractive, i . a [30] 



b=. 



~j ,-[(,-D-R)(j,l~cl^t)~j ,e-\ 



citpression dans laquelle on peut regarder les rayons / et /' comme 
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inconnus, eh sorte qu'il y aura une infinité de Kentiiles qui satisferont 
aux conditions données : mais si -l'on a un second ^oint Z? -H Z?' et un 
second foyer r , on en tirera la seconde équation , 



of , cirt deUîc éqtiationis déterminent les rayons j» et / des se^nens <fe 
sphère qui satisfont aux: condffiohs ci-dessus. • 

Nous pourrons donc toujours supposer, quels que soient /) -H /? et 
Ù -f- k\ qu'une lentille formée de ^egmens sphériques, substituée aux 
tdhi^rëfltes humeurs de Tcêil/ donnera pour 6 ^ ^ les mêmes valeurs que 
édiles qu'elles ont dâ^ns la nature. On observe seulement qu'il y a autant 
dé lentilles différentes que de différentes valeurs de (D^^R)^(D-^rt^)$ 
puisque f et f sont fonction de ces quantités. 

Considérons donc, pour deS valeurs données de (D-^R), (D-^R), 
f et f, quelle sera Texpreissioû x du diamètre du plus petit cercle d'aberr 
ration. Pour y parvenir, il n'y aura qu'à substituer, dans l'équation x =S 

a -r— — , les valeurs ci-dessus de b et r , et l'on aura un résultat de la 

P -4- C 

forme 



- i^. • . .. .:■. 



J'dêsigaktni uné"^ fonction donnée 'par le calcul; et comme' ^ et ^j» sont 
des fonctions die Z) -t- /?;\D -f^ ^, b, c, on ia changera en celie-d, 

a (R — R') 

en observant que la /onction /n'est pas divisible par (R — R^). On tire 
de ce; résultat, 

^^ — ^ — ^R-^R)* 

si l'on connaît la force réfrftetive des diâifrentes humeurs de l'œil et la 
forme des. surfaces tjui ies séparent , on peut déterminer b en fonction 
de i> -f- /? , et r en fonction de jP rH /?'. par ies méthodes indiquées 
tinlessus. 



l. 
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'*■ 'fions toos les cas» om aun ,'N zs:oo qu^d a ^Sï.ifiiicft qvi indique 

b-drconkànce unique tes'bqudte la vision ser» fif^emeAt distincte, 

Quoique betc ne soient pas^ déterminés • pwrce qvî'û» dépendent d'élé- 

ACDft SUT. ktsquels nous, naYpii»*. p*s dp donnée^ a^sçz pr4cife«, o^ peut 

Q^mimoiAs , : çonnaîwe par ■. approximation , ia yale w dQ la foncf ioi» /, 

knqUe^f pftt triçsTpetit iw, jfappor|;..à / et./fLJçtqtfe /? ♦r->.^' ^§t trè*- 
. pcdt par rapport h, D-^Mi ce qui «e rappqrte. a« c»% que nous ayon# 
iiCQDsidérer. £n efkt , scient : -, 

«a[3o], 



• 'I 



T i 









1)1 



m(D-i-R) 



n 



p(D^R)-^q 



m (D -t- R') -H n 
p(D-^R-)-k-q 



^ •; 



(mq—np)(R^R') 



b c (m q — n p) CR — R' ) 



et . 

~ \p (D^R)-^q][p (D-^R-) -^q] [m(D-^fi)n] [m(D-i-R')ri'.v] ' 

■ ^, içrsque .e est négligeable par rapport -à/ et /', on a 

' ■ - ' " . , • ■ . ■ , ' 

= ^ n z=zo. 



m 



et 



a 



N 



b — c ^ 



^ ■ », 



^' 



be{R-^R') 



(b-^c) . (Il-^R) (D-^R-) ' 



™fin, comme l'fcypbthèisie de -^'très-petit par rappoit *'^ et / suppoise' 
ffe*— iR'itettrb-petitpar i^p6rtà":DHi/?i'èt, par conséquent, b-^e 
P* Apport à ^ , on aura , pour dernière valeur de A'^, 

ih* (D-i-RJ* 



N 



a* *» (R — R'/ 



I 



m 



w 



n 



k 
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équation dans laquelle h est une quantité qui varie très -peu, quand 
D-i-R et R — R' varient d'une manière sensible ; en sorte qu'elle influe 
beaucoup moins sur les résultats que ces dernières grandeurs. 

Lorsque l'image est trop rapprochée ou trop éloignée pour que A soit 
contenu dans les limites que l'œil peut atteindre en modifiant sa forme, 
ia confusion devient indépendante de l'expression précédente, qui n'est 
relative qu'aux distances comprises entre ces limites. 

Quant à la quantité A' [ i4 ] "î"' indique la distance apparente de 
l'image à la surface réfléchissante ou réfringente, on aura pour le foyer 
qui y correspond, c'est-à-dire, pour la position d du plus petit cercle 
d'aberration , et , par conséquent , pour celle que prend la choroïde , 



a - cJ' 



valeur qui se réduit à 



d — 



quand (b — c ) est très -petit par rapport à i et 
ce cas, 

■ ('O -+- û7 ~ 2 p ip- 

d'où l'on tire 



; on aura donc , dans 






— 2 p — 3.p^[ D-t-R ^^ Ù-k-R'J * 



3.(D-^R)-^i(D-^R') ' 



quantité qui se réduit à 



A' = 



quand R ~ R' est très-petit par rapport à D~+'R, c'est-à-dire , qu; 
on considère l'image dans les limites oii elle est distincte; ce qui est 
cas dont nous nous sommes occupés dans la première partie de 
Mémoire. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la prunelle ne recevait qu* 
faisceau infiniment petit de lumxère ■ et que , son diamètre étant a , 
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surfece était de la dimension a^={D-i-R) k {D -i- J^Jk' sin. t, les 
taf^is kk' [8] [22] étant iniiniment petits; mais, comme dans la nature 
a «t une quantité finie , il faut considérer les angles k U dans une cer- 
taine étendue. On doit donc, dans les expressions précédentes, au lieu 
<lc,fiet ^, substituer la moyenne entre la plus grande et ïa moindre 
«iieiir de ces quantités prises dans l'étendue de la prunelle. Nous dési- 
gnvons à l'avenir ces valeurs moyennes par R et /?'. 
. &ifin , si l'on considère un système de rayons réfractés , il faudra 
tïdr égard à la différence de réfrangibilité des divers rayons , et prendre , 
. lavement à cette considération , le maximum des valeurs de Z?' — R. 
' Dans les instrumens d'optique composés, les causes de diffusion des 
; images se combinent de diverses manières. Nous aurons occasion de 
I . revenir sur ce sujet , et d'entrer dans de plus grands détails sur les appli- 
aiffi)ns dont il est susceptible. 




^(V.* Cahier, 



f 5<3 

■ -• Ml .Il .'.i M«.< ' ■' ■'■ 'l .'I i' I" 1 . I'- 



EXTRAIT DES LEÇONS 

f'ùUeS à VÉcole Polytechnique, sur les Points singuliers 
des Courbes , dans le Cours d'Analyse de i8o^; 

Par M. Poisson. 



i*Mii*i 



Des Points multiples. 

JLoRjlQUE plusieurs branches d'une même courbe viennent se itor 

contrer en un point, ce point est midtiple; il est double s'il répond à 

deux branches 9 triple s'il répond à trois, &c. 

Considérons , pour plus de simplicité , un point double , et soit m 

ce point (fig. i) (*); représentons l'équation de la courbe délivrée de 

radicaux, par V z=: o ^V étant une fonction rationnelle de x et de y; 

et par 

Mdy -t- Ndx = 0,(1); 

la différentielle de K =z: o , M et N étant aussi des fonctions ration- 
nelles de X et de y. Il se présente deux cas à examiner ; le cas où 
les deux branches de la courbe se coupent au point m, et celui où 
elles se touchent en ce fk>int. 

i.^^ Cas. Il est visible que l'équation (i) donnera une valeur unique de 

■^T* > pour chaque point de la courbe; or, au point m, où deux branches 
viennent se couper, la valeur de -— doit être double, puisque cha- 
cune des deux branches doit avoir sa tangente distincte de celle de 
l'autre ; il doit donc être impossible de tirer de l'équation ( 1 ) la 

valeur de —- qui répond au point m ; en sorte que , si l'on substitue 
dans cette équation , à la place de * et de ;^^ les coordonnées du 



C") Le lecteur est prié de &ire lui-même les figures indiquées dans cette rédaction. 
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point m, elle devra être satisfcûte » indépendamment: de ia valeur de 

• -j^, ce$t-à-dire que les fonctions Af et N deviendroiit séparén^ent 

nttiies, par leffet de cette substitution. 

Jt/ Cas. Supposons que les deux branches aient au point m (fig. 2) 
un contact de Tordre quelconque n; alors ies n premiers coèfliciens 
difiG^ntiels de y auront chacun une seule valeur , ou des valeurs égales 
pour ies deux branches; mais celui de Tordre /i-+- i devra avoir deux 
valeurs différentes. Or, si Ton différencie n fois de suite Téquation (1), 

on arrivera à une équation de cette forme M -7-— — h // = o, dans 

\ hgueiie M est la même fonction de at et de ^ que dans Téquation ( i ) » 
et h est une nouvelle fonction rationnelle à^ x , y ,. et des // premier)^ 
coèfficiens diâFéreutiels de/. Il faudra donc, et on le prouverait comme 
4w^ le premier cas, que la fonction M devienne nulle, en y substî- 
lwnt| à la place de x et de /, ies coordonnées du point m; donc^ 
•n vertu de Téquation ( i ) , la fonction N deviendra aussi nulle «par {a 
Hiéine substitution. 

Il est donc démontré qu aux points multiples , la valeur de —^ , 

b Êactien -tt- , se présente toujours sous la forme — ; m§îs il est 

Important d observer que Tinverse de cette proposition n'a pas égale- 

iieu; c'est-à-dire, que les coordonnées d'un point de la courbe, 

substituée^ àsfm M et N , peuvent rendre nulles ces fonctions , 

que pour cela le point soit multiple. Pour le faire voir par ui^ 

-C^temple , prenons Téquatio;i 







^,: - y'^ -- (x ^ l)^.X — o, 

[r^iCuis laquelle m est un nombre entier p^ir ou impair. En différenciant 

^^cene équation , il vient 

Kî ' ^ m/*-* âj — m(x — i^""' .xâx — (x — \)'^ .dx = o. 



iÊ^ 



on tire 






I 
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valeur qui devient — , au point de la courbe dont les coordonnées 

sont X z= i , et y z=: q. Or ce point est double ou simple., selon que 
m est pair ou impair: car, dans le second cas, la courbe na quune 
seule branche, et, par conséquent, aucun point multiple; et, dans le 
premier cas, elle a deux branches qui viennent se couper au point 
en question. On doit donc énoncer ainsi la règle que le calcul diffé- 
rentiel fournit pour découvrir les points multiples qu'une courbe peut 
avoir. 

Uéquation de la courbe délivrée de radicaux, étant V zirz o, et sa 
différentielle étant représentée par AïJy -+- NJx =: o; on posera 
les deux équations Af zzz o et N z=: o ^ d où Ion tirera un nombre 
déterminé de valeurs réelles de x et de y ; on substituera ces valeurs 
dans l'équation Km: o; et en ne retenant que celles de ces valeurs 
qui satisferont à cette équation , on sera sûr d'avoir les coordonnées 
de tous les points de la courbe qui peuvent être des points multiples. 

■ 

On reconnaîtra ensuite si chacun de ces points est effectivement mul- 
tiple , en considérant le cours de la courbe de part et d'autre de ce 
point. 

Lorsque, pour des valeurs déterminées de x et de /, l'équation (i) 
devient identique , comme il arrive aux points multiples , il devient 

impossible d'en tirer la valeur de -^^- , et il faut alors avoir recours , 

pour déterminer cette valeur , à la différentielle seconde de l'équation 
F = o. Cette différentielle est 

Md^y -^Mdy'^(M" ^ N')dydx-\-N"dx' z= o, 

en représentant la différentielle de M, par M'dy H- M" d x ^ et celle 
de N, par N'dy -H N" dx ; et elle se réduit, quand yîf = o, à 

^ ^V/ -h- (M" ^ ^V dydx -H N"dx' = o , 
équation du second degré par rapport à -— - , qui donnera, par consé- 
quent, une. valeur double pour cette quantité. Si -—- devait avoir 
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ptus de deux valeurs, comme cela a lieu en un point triple» la difFé- 

r^CTitîelIe seconde de F =: o deviendrait encore insuffisante pour 

^cf terminer cette triple valeur , et ii faudrait avoir recours à la dijffé- 

jn^ntieile troisième, qui donnerait -^ par une équation du troisième 

iii^gré, et ainsi de suite, pour les points d'un plus haut degré de 
■^ màiihiplicité. 

Des Points conjugués. 

Les points conjugués d^une courbe sont des points entièrement 
si^parés des branches de cette courbe, et qu on regarde comme faisant 
p^utie de la courbe , à cause qtiç leurs coordonnées satisfont à son 
équation* 

D après cela, si m (jig. ^) est un point conjugué, et que labsçisse 
^e ce point soit .v z=i a , ii faudra que la valeur de l'ordonnée qui 
riîpond k X -=: a , soit réelle, et que celle qui répond k x z=. a -^^ k , 
soit imaginaire, h étant une quantité indéterminée quon puisse prendre 
f&ussi petite quon voudra. Or, cette seconde valeur de l'ordonnée sera 
donnée par la série convergente , 



dy A* d^y h^ d^ y 



&C, 



\ 



dx 2 ' dx^ 2.3 * dx^ 

dans laquelle on doit faire x :=. a après les différenciations; il faudra 

* j • d V d* y 

• donc que, dans la suite infinie des coèfficiens différentiels-—^, ■ , *; , 

•^,-, &c. , il s'en trouve qui n'aient que des valeurs imaginaires, pour 

«abscisse x z=z a; et réciproquement, si cette circonstance a lieu, le 
point m qui répond à l'abscisse x z=, a , sera un point conjugué. 

En partant de cette propriété des points conjugués , on peut aisément 
proover qu'en ces points , comme aux points multiples , la valeur de 

dy 

•^ , déduite de Téquation de la courbe délivrée de radicaux, doit 
^présenter sous la forme — ; car, en supposant que , ^/^ soit le 
pTemier coèlPEcient différentiel de ^ / qui devienne imaginaire en un 



t 
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point conjugué , la valeur de ce coefficient ne saurait être donnée 
par l'équation ( 2 ) de larticle précédent , vu que , dans cette équation » 
Afet L auraient des valeurs réelles ; il faudrait donc que la fonction Af, 
et par suite la fonction N ^ devinssent séparément nulles; cest-à-dîre 

que la fraction --=^ , ou la valeur de-j^, devra alors se présenter $ou« 

la forme — . Les points conjugués seront donc déterminés en niênie 
temps que les points multiples, et par la règle énoncée ci -dessus. 

Il est bon d'observer qu'en un point conjugué, la courbe peut avoir 
sa tangente et son cercle osculateur réels et déterminés de grandeur et 
de position ; il est évident qu'il suffit , pour que cela ait lieu , quo 
les coèfficiens différentiels de l'ordonnée ne deviennent imaginaires 
qu'au-delà du coèffigient du second ordre. Alors la propriété géomé- 
trique des contacts ne subsiste plus; car on ne saurait concevoir en 
un point conjugué , une droite ^ par exemple , qui approchât plus que 
toute autre droite de la courbe à laquelle ce point appartient. C'est 
une occasion de se rappeler que la démonstration que Ton donne 
de la propriété géométrique des contacts, suppose réels tous les termes 
de la série de Taylor; ce qui n'a pas lieu aux points conjugués. 

Des Points où la Tangente à la courbe est parallèle ou perpendiculaire 

à l'Axe des abscisses. 

La tangente à la courbe est parallèle à l'axe des abscisses aux points 
où la Vcjeur de — — est nulle ; et cette tangente est perpendiculaire su 

même axe , aux points où la valeur de -^ est infinie. Réciproque- 
ment, lorsque la tangente en un point de la courbe est parallèle où 

dy 

pei;pendicalaire à Taxe des abscisses , la valeur de -^ est nulle ou 
infinie. 

L'inspection des courbes fait voir , 1 .^ que la tangoate doit être 
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poxailèle à faxe des abscisses » aux points où lordonn^e a une valeur 
maximum ou minimum (fg. ^) ; 1 .^ qu'elle doit Être perpendiculaire au m^me 
axe» aux points qui sont des limites de la courbe, ou d'une branche de 
la courbe, dans le sens deê abscisses {fy. ^) ; 3.® que si la courbe subit 
une inflexion en un point où la tangente est parallèle ou perpendicu- 
laire À l'axe des abscisses, la valeui* de Tordonnce en ce point ne sera 
pas un maximum ou un minimum , ou bien ce point ne sera pas une 

limite de la courbe dans le sens des abscisses (jig. 6 et fg. y). 

On déterminera donc les limites d'une courbe dans le sens des ordon- 

rJb^ et dans le sens des abscisses , en posant successivement les équations 

— 2L — - o ^t —r— = — . Ces équations , combinées avec celle de la 

àx dx o *■ 

cmobe, donneront les coordonnées de tous les poihts qui peuvent être 
des limites de cette courbe : mais il ne faudra pas conclure de suite 
que tous les points trouvés répondent effectivement à des limites ; et il 
n'y aura, en général, d autres moyens pour s en assurer, que d'examiner 
le cours de la courbe vers chacun de ces points. 

Des cas en défaut Ju Théorème de Taylor. 



Si, dans f ( x -H A^ , on donne à x une valeur particulière x =z a, 
cette fonction ne dépend plus que de la variable h, et la série de Taylor 
en donne le développement ordonné suivant les puissances entières et 
positives de h. Or, toutes les fonctions ne sont pas de nature à pouvoir 
se développer suivant les puissances entières et positives de la variable : 
celles, par exemple, qui renferment dans leurs expressions des radicaux 
; comme ^ (h) , ^ (h) , ^ (h) , &c. doivent contenir dans leurs dé- 
^ veloppemens, suivant la puissance de h, les puissances fractionnaires 

1^, J*»#, &c. Lors donc que, par la supposition x =1 a,f(x-hlf) 
deviendra une fonction de h , non susceptible d'être développée suivant 
lei.piiissances entières et positives de h, son développement, suivant les 
puissances convenables , ne pourra plus être donné par la série de 
Taj4or , et ces cas sont ceux que Ion appelle les cas en Jéfaut du 



136 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE, 

théorème de Tayior. Alors , pour développer la fonction , îl faudra avoir 
recours à des méthodes particulières de développement, ou à la méthode 
générale que M. Lagrange indique, pages 8 et ijo de la Théorie des 
Fonctions. II n'est pas question ici de faire connaître les moyens de 
développer les fonctions,* iquand le théorème de Tayior devient înap- 

m 

plicable , mais bien de faire voir comment on pourra reconnaître les 
cas en défaut de ce théorème. Il existe pour cela un autre théorème , 
dont voici Ténoncé : 

Si y est une fonction de x , représentée par f^x, et que le dévelop- 
pement deffx -h h) , pour la valeur particulière x :=i a, doive ren- 
fermer une puissance de h, dont l'exposant sojt compris entre les 

nombres çntiers // et // -f- i , le coefficient différentiel . ,^. , et ceux 

des ordres supérieurs ^J -- , ■ . ^ /^ , &c. deviendront infinis pour 

la valeur x zzz a ; et réciproquement, si, pour cette valeur, les çoèfîi- 
ciens différentiels de la fonction y deviennent infinis ^partir de celui 
de l'ordre // -+- i , le développement de f fx -^ h) devra contenir un 
exposant de h, compris entre « et //H- !• 

Pour démontrer ce théorème , représentons le développement de 
f(a -f- h) t ordonné suivant les puissances convenables de A, par 

Bh ^Ch' -^Dh^ ^ ... ^ Nh'' -H Ph^ -H &c. , 



^ étant un exposant compris entre les nonibres entiers ;/ et n -+- i. U 
est facile de votr que l'on aura les valeurs des coèfficiens différentiels 

— ~- , . ^ , -irv- f &c, pour X "=: a, çn faisant A zz: o , dans les 

ax a x^ a x^ ' x 

coèfficiens difFérentielsV . •^^''jt ''^ • ^' . ^^1t^^ > &c. Or , en difFéren- 

an. an* 

cîant plusieurs fois de suite le développement cinlessus, et faisant A 1=; o , 
après les différenciations, on voit que , pour cette valeur, les // premiers 
coèfficiens différentiels de /{a ■+ hj prennent chacun une valeur finie , 
tandis que le coefficient de l'ordre /i -+- i et tous les suivans deviennent 
^infinis , à cause du terme P k^ dont l'exposant devient négatif après 
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^k^ I différenciations. On peut donc dire qu'un coefficient différentiel 
^^"r , de l'ordre quelconque k, prendra une valeur infinie ou finie, 
Vpour X ^ a , selon que le développement deff'^ -+- ^'J devra ou ne devra 
Hpas renfermer d'exposans de //, fractionnaires et plus petits que A ; ce 
^HUi revient au théorème qu'il fallait démontrer. 

^v Lors donc que le développement de / (a -f- h) ne devra renfermer 
que des puissances positives et entières de ^, la série de Tayïor pourra 
servir à développer en entier cette fonction ; et lorsque ce développe- 
ment devra contenir des exposans fractionnaires , la série de Taylor 
pourra encore donner les premiers termes, c'est-à-dire, ceux qui précèdent 
les exposans fractionnaires dans le développement ordonné suivant les 
puissances ascendantes de h. Pour avoir ces premiers termes , il faudra cal- 
culer les valeurs des coèfficiens différentiels de la fonction^ pour ^ =: d, 
jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un coefficient que cette valeur particulière 
rende infini : alors on conclura que le développement de/ ('<ï-t- h) ne peut 
plus se continuer suivant les puissances entières de h; et pour obtenir la 
suite du développement, ii faudra recourir à des méthodes particulières. 

Des Points d'injkxion et des Points de rebroussement. 

Soit y "zzifx, l'équation d'une courbe résolue par rapport à lor- 
donnée, et soient a &i A l'abscisse et l'ordonnée d'un point m (fig- p) , 

(déterminé sur cette courbe. L'ordonnée qui répond à l'abscisse a:z=(7 h- rf, 
c'est-à-dire, la fonction /(/j -h <4^, pourra toujours être développée en une 
série de cette forme : 
A~\-Bh'' ~\- Ch^ H- Dh> H- Eh^, -i- &c. 
,*( /S, y , ^, &c. étant une suite d'exposans positifs et croissans , et le pre^ 
■inier terme du développement étant l'ordonnée du point ;«. Les coèfficiens 
B, C, D, E, &c. seront tous réels, si , comme nous le supposons 
ici, le point m que nous considérons, n'est pas un point conjugué. 
Si l'exposant a, est plus petit que un , fa valeur de ~- sera infinie 
XIV.' Cahier. " S 



H ^JK. 



158 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE, 

pour .x^{i; par conséquent, ia tangente à ia courbe au point m sen| 
perpendiculaire à l'axe des abscisses. Si au contraire cet exposant 
plus grand que un , ia valeur de ~- sera nulle au point m , et ïa tainj 
gente à la courbe y sera parallèle à l'axe des abscisses. En supposai 
donc que l'on ait déterminé d'avance ies points de la courbe où la tan* 
gente est perpendiculaire ou parallèle à i'axe des abscisses , et qu'il ne 
s'agisse plus maintenant que des peints où la tangente est inclinée suï 
ce même axe, on aura et ^ i, et 

f(a -\^ h) ^ A -\- B h -{- Ch^ H- Dh> -H Eh^ -h &.c. 

Cela posé, en prenant pour /) une très -petite quantité positive oi 
négative, cette série sera convergente , et elle donnera la valq^r di 
f (a -h h) ou celle de f (a — h) ; or, il se présente deux cas à exa^ 
miner; celui où aucun des exposans /3, y, S^, &c. n'est une fraction d« 
dénominateur pair, et celui où il se trouve de pareilles fractions parmi; 
ces exposans. 

Dans le premier cas , les valeurs àef (a — h h) eif (a — h) seroni 
toutes deux réelles , et , par conséquent , la courbe aura des points de pan 
et d'autre du point m. Elle ne présentera rien de particulier en ce point, 
si l'exposant /3 éft un nombre pair ou une fraciion de numérateur pair; 
elle subira, au contraire, une inflexion au point m , lorsque cet exposaiV 
sera un nombre impair ou une fraction de numérateur impair. En efiet, 
si l'on conçoit une tangente à la courbe au point m, la différence entre 
ies ordonnées de cette tangente et de la courbe, qui répondent à l'abs- 
cisse x^^n -\~ h, sera exprimée par la série , 

On pourra toujours prendre pour // une quantité positive ou négative 
assez petite pour que le signe du premier terme Ch^ décide du signe 
de la série entière; or, ce premier terme changera de signe avec k 
quand /3 sera un nombre impair ou une fraction de numérateur impairî 
et H restera de même signe, lorsque cet exposant sera un nombre paif 
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ou une fi^ction de numérateur pair : donc , i .^ la tangente coupera la 
courbe au point m^ et, par conséquent , la courbe sera infléchie en ce 
jK)int, dans le cas de /3 impair; iJ° la tangente sera au-dessus ou au- 
dessous de la courbe de part et d'autre du point m , dans le cas de /3 
j>air, et alors ce point ne présentera rien de remarquable. 

Toutes les fois que lexposant j3 est différent du nombre 1 , lel 

Valeur de -j^ est nulle ou infinie pour x z=: a, nulle si /3 surpassé 

a , et infinie si ^ est < 2 ; puis donc qu'aux points d'inflexion , j3 est 
un nombre impair ou une fraction , il en résulte qu'en ces points la 

v^aleur de -jt" ^s* nécessairement égale à zéro ou à l'infini. Si donc on 
tlr« de l'équation de la courbe la valeur de -^~- ^^^^ la forme d'uni! 

"Bction -^ , il faudra faire successivement M, zzio, et N zzz o; et en 

combinant ces équations avec celle de la courbe , on déterminera lel 
coordonnées de tous les points de cette courbe , qui peuvent être 

àes points d'inflexion ; je dis ^ui peuvent être , parce que ~^ peut avoir 

taie valeur nulle ou infinie» en des points où il n'y ait pas inflexion. 
M &udra ensuite discuter le cours de la courbe vers chacun de ces 
points, pour reconnaître s'ils répondent effectivement à des inflexions 
^^ !a courbe. 

Examinons maintenant le cas où, parmi les exposans (i, y 9 i^, Sec. 
^ 6e trouve des fractions de dénominateurs pairs. 

Il est évident que , dans ce cas , la valeur de l'une des fonctions 

ffa -+- iij etf(a — h) est réelle, et que celle de l'autre est imaginaire. 

La courbe a donc aies points d'un coté du point m, et n'en a pas du 

^té opposé ; par conséquent , ce point est , ou un point de rebrousse- 

W«Bt (fg^ 10) , ou une simple limite de la courbe dans le sens des 

abscisses (jig.j). Mais, en un point de cette dernière espèce, la tangente 

4 lor courbe serait perpendiculaire à l'axe des abscisses ; ce qui serait 



V 
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contre la supposition faite au commencement de cet article : le point 
m est donc un point de rebroussement^ 

Réciproquement, lorsqu'une courbe doit avoir un rebroussemént au 
J>oînt m , dont Tabscisse x -=, a , l'iiispection de la fi^. lO fait voir 
que i ordonnée de la courbe doit avoir une valeur unique pour x'irza, 
deux valeurs distinctes pour x z=i a -^^ h , tt être imaginaire pour 
AT = /2 — - A* Il faudra donc que Téquation de la cçurbe , résolue par 
rapport à i ordonnée , et que nous avons représentée plus haut par 
y zmfx, renferme un radical pair à^ x — a, qui deviendra nul pour 
^ z^z. a, qui aura deux valeurs pour x =z ^ -H ^ , et qui sera imagi- 
naire pour x zzz a — h; par conséquent, le développement ci-dessus ' 
étf(a -H h) contiendra un radical pair de h, et voilà ce qui introduit 
des fractions de dénominateurs pairs parmi les exposans ^, y,S^, &c. 

En prenant dans ce développement le radical pair de h qu il ren- 
ferme avec le double signe zt , on aura les valeurs de l'ordonnée qui 
répondent aux deux branches de courbe réunies au point m ; ces valeurs 
développées suivant les puissances de h, auront donc au moins les 
deux premiers termes A ^\- Bh communs, en sorte que les deux 
branches auxquelles ces valeurs appartiennent , auront même tangente 
au point w. On peut donc dire que quand deux branches d'une même 
courbe se rencontrent en un point pour y former un rebroussement , 
ces deux branches ont en ce point une tangente commune. D'après 
cela, on partage les points de rebroussement en deux espèces : on 
range dans la première ceux (fg. lo) où la tangente passe entre les 
deux branches de la courbe ; et ceux (fg. n) où la tangente laisse les 
deux branches d'un même côté , constituent la seconde espèce* 

Pour reconnaître l'espèce d'un point dé rebroussement, il suffit de 
considérer l'exposant ^ : si cet exposant est une fraction de dénomi- 
nateur pair , le point est de la première espèce ; si le contraire a lieu j 
le point est de la seconde espèce. Pour le prouver, concevons ati 
point m (jig. lo et u) la tangente commune aux deujc branches , et 
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€(Hisidérons ces différences entre les ordonnées qui répondent à labscisse 
x:=za'^ i, d abord entre l'ordonnée de la tangente et celle de lune 
des deux branches , puis entre l'ordonnée de la tangente et celle de 
fairtre branche; ces différences développées suivant les puissances de A, 
asront toutes deux le même premier terme, quand fi ne sera pas une frac- 
lion de dénominateur pair, tandis que le premier terme de lune sera égal 
et de signe contraire au premier terme de l'autre, quand jS sera une 
isicàon de dénominateur pair ; or , on peut toujours prendre la valeur 
àd k assez petite pour que le signe du premier terme décide du signe 
de la différence entière ; donc la tangente au point m passera entre 
les deux branches réunies en cç point, quand j3 sera une fraction de 
dénominateur pair ; et dans le cas contraire , tWe passera au-dessus ou 
au-dessous des deux branches. 

Il est visible maintenant qu'aux points de rebroussement de la pre- 

y/a 

iwère espèce , la valeur de -~ est toujours nulle ou infinie , puisqu'en 

ces points l'exposant (i est toujoiu's ^^actionnaire. Les points de rebrou^ 
Mnent de la première espèce qu'une courbe peut avoir, seront donc 
dâerminés en même temps et par la même règle que les points d'in- 
flexion. Quant aux rebroussemens de la seconde espèce , le calcul diffé- 
lentîel ne peut fournir aucune règle pour les trouver directement : 
fanalyse précédente en fait voir la raison ; car le rang du terme qui 
doit contenir une puissance fractionnaire de h , dans le développement 
^f(^ H- h) , n'étant pas déterminé, on ne peut pas dire quel est 
te premier coefficient différentiel de l'ordonnée qui doit devenir infini. 
Ail reste, les points de la première et de la seconde espèce peuvent être 
considérés comme des points multiples, et, comme tels, ils seront dé- 
terminés par là règle énoncée plus haut. 

On voH par ce qui précède , que le calcul différentiel fournît des 
^^ certaines pour trouver tous les points d'une courbe qui peuvent 
*^des points singuliers, lorsque Ton connaît l'équation de cette courbe ; 
^^^1 pour reconnaître ensuite si les points de la courbe indiqués 
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par les règles du calcul diif^ërentiel sont effectivement des poihtt sîi 
guliers , et pour déterminer la nature de ces points , il n'y a pas è 
moyens plus simples , du moins en général , que de discuter le cours ci 
la courbe vers chacun de ces points. La discussion d'une courbe ve 
un point déterminé n'piTre |&mais de très - grandes difficultés ; U 
élèves en trouveront un nombre suiîîsant d'exemples dans l'ouvrage d 
M. Lacroix ; et ceux qui désireront de plus grands détails sur la théori 
des points singuliers , pourront consulter ÏAnafyse des ti^es courbes < 
Cramer. 




MÉMOIRE 

Sur les Oscillations du Pendule dans un milieu résistant, 
et en ayant égard à l'extensibilité du fil; 

Par M. Poisson. 

XjES astronomes ont portt si loin l'exactitude dans les observations, 
qu'il est devenu ntîcessaîre d'avoir égard aux circonstances pliysîques 
m\ peuvent avoir la moindre influence sur les résultats ou sur ies 
conséquences qu'on en veut déduire. Cela est sur -tout indispensable 
land il s'agit de déterminer, en différens lieux de la terre, la lon- 
gueur du pendule qui bat les secondes ; car c'est par la variation de 
cène longueur que l'on rend sensible et que l'on mesure la variation 
I de la pesanteur, l'un des phénomènes les plus remarquables du système 
■du inonde; aussi l'on peut voir dans la Figure de la terre, de Bouguer , 
Ile dciail des précautions qu'if a prises pour mesurer cette longueur sous 
fcquateur et à Paris. Cette même longueur du pendule , à la latitude 
de Paris, a de nouveau été déterminée avec une précision extrême par 
mBcTia, afin de fixer irrévocablement son rapport à la longueur du mètre. 
■11 existe de ce géomètre un travail complet sur ce sujet , qui fait partie 
des travaux de la commission des poids et mesures , dont Borda était 
membre, et qui ne laissera sans doute rien à désirer quand il aura été 
L publié. 

I Comme les oscillations du pendule se font dans l'air, Bouguer observe 
cjue le poids de la lentille se trouvant diminué , la longueur du pendule 
diminue aussi proportionnellement ; il faut donc augmenter la longueur 
observée, pour avoir celle qui aurait lieu dans le vide. Sans cette pré- 
caution de ramener au vide les longueurs du pendule que l'on observe 
u à (litFérentes iiiiitudes et à différentes hauteurs au-dessus du niveau de 
1 la mer , ces longueurs ne seraient pas comparables , et l'on n'en pourrait 
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pas déduire la variation de la pesanteur; car, par exemple, en s'éleva 
au-dessus du niveau de la mer , Taîr devenant plus rare , la lentille perdra 
moins de son poids, et, par conséquent, la longueur du pendule din 
nuerait dans un moindre rapport que la pesanteur ; de même , en s'a 
prochant de Téquateur, si Tair ne conserve pas la même densité, 
diminution du pendule ne sera pas proportionnelle à celle de la { 
santeur. 

Le pendule dont on fait usage étant nécessairement un pendule co] 
posé, d'où Ion déduit, par le calcul, la longueur du pendule simpi 
on peut se demander si fa résistance de lair ne déplace pas le ceni 
d'oscillations ; nous avons donc cherché la position de ce centre da 
un milieu résistant , et nous avons trouvé qu elle est la même que da 
ie vide; sur quoi nous devons observer que Clairaut est àé]k parve 
au même résultat, par une analyse différente de la nôtre {voye^ 
Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1738). Cette propositi 
prouvée, il reste encore une question à résoudre; c'est de savoir si 
résistance de l'air , qui diminue l'amplitude des oscillations et qui fi 
par les anéantir , n'a pas d'influence sur leur durée. Bouguer a recon 
[pag^J'fi de la Figure de la terre) que cette influence est nulle, et q 
la durée des oscillations reste toujours la même depuis le comment 
ment jusqu'à la fin du mouvement; en sorte que l'air, comme flu: 
résistant, ne donne lieu à aucune nouvelle correction de la longue 
du pendule que^l'on observe. Ce résultat m'a paru remarquable ; 
n'en ayant trouvé la démonstration, nulle part , j'ai cherché à le prou 
directement par le calcul. 

Pour y parvenir, j'ai calculé séparément le temps de la demî-os< 
lation descendante et de la demi -oscillation ascendante; le temps 
1^ première est augmenté par la résistance de lair , mais celui de 
seconde est diminué précisément d'une quantité égale : d'où il résu 
que le temps de l'oscillation entière reste le même que si elle eût eu L 
dans le vide. Ce théorème suppose qu'il ne s'agit que d'une oscillatJ 
très-petite ; mais alors le temps de l'oscillation peut être regardé corn 

in dépende 
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indépendant de la grandeur de l'arc parcouru : le temps de la seconde, 
Mcillation sera donc le même que celut de la première , quoique l'arc 
|oit devenu plus petit par l'effet de la résistance de i'air; et ainsi de 
MÎte jusqu'à l'extinction du mouvement. 

Le calcul montre aussi comment l'amplitude des oscillations diminue 

ijuccessivement, et comment cette diminution est d'autant plus rapide 

l^e la re'sistance est plus grande. Cela explique pourquoi les oscillations 

Ijun pendule cessent bien plutôt au pied d'une haute montagne qu'à son 

»mmet, où l'air est plus rare ei moins résistant. Ainsi , Bouguer rapporte 

t J3^ de la Figure de la terre) qu'au sommet du Pichincha, à 2434 

■toises au-dessus du niveau de la mer, les oscillations de son pendule 

se réduisaient de deux pouces à un seul pouce en 22 à 23 minutes, 

tandis qu'au niveau de la mer la même réduction se faisait en i4 à 

; minutes. 

L'extensibilité du fil que l'on emploie pour former le pendule, est 

mcore une circonstance physique qui peut influer sur la durée des 

îllatîons : cependant il ne paraît pas que Bouguer y ait eu aucun 

ard; et, à la vérité, cette influence devient presque nulle, quand on 

Biploie un fil d'une matière très -- peu extensible. Q,uoi qu'il en soit, 

pcat toujours un problème curieux, de déterminer les oscillations d'un 

aidule, en supposant le fîl extensible; et l'on conçoit que, si l'on en 

fcmandait une soluiion rigoureuse, on aurait à résoudre le problème 

ès-connu du mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes, qui 

seraient ici le point de suspension et le centre d'action de la pesanteur: 

Biais, en observant que l'extension du fil est toujours très-petite rela- 

?ement à sa longueur , on parvient à simplifier les équations du pro- 

«nie et à les intégrer par approximation. Le résultat auquel on est 

iondiiit, est que la correction due à l'extensibilité du fil, qu'il faut faire 

laans la durée de l'oscillation , se confond avec celle qui est due à la 

iJrandeur de l'arc parcouru, et qu'elle ne fait qu'en augmenter le coèf- 

Mciem. BortJti et M. Laplace ont déjà résolu la qnegâon du pendule 

XIV.' Cahier. T 
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extensible ; mais , leurs solutions n ayant point été rendues publique^ , 
j'ai cru pouvoir donner ici la mienne. 

Du Centre d'oscillation, 

m 

Supposons la lentille fixement attachée à iextrémîté de la verge 
inflexible, et concevons que, pendant le mouvement, chaque point de 
cette lentille reste dans le même plan vertical , perpendiculaire à Taxe 
de suspension. Décomposons le corps oscillant en une infinité de molé- 
cules. Soit dm Tune quelconque de ces molécules, dont les distances i 
Taxe fixe et au plan vertical passant par cet axe , seront représentées par 
r-et ;(: à un instant quelconque du mouvement. Désignons par r et x' ks 
valeurs de r et x* qui se rapportent à la molécule placée au centre de gravité, 
et soit ô langle que r fait avec la verticale, en sorte qu on ait x' = r sîn. 6 ; 
enfin soit t le temps écoulé depuis le commencement du mouvement, 
et ^ la gravité. La vitesse angulaire, commune à toutes les molécules, sera 

-j— ; par conséquent, la vitesse de la mqlécule ^ m sera r 



dt 



et sa 



force motrice , dirigée suivant la tangente au cercle que cette molécule 

décrit, sera égale à r -j-7- .dm. Or, d'après le principe de d'Alembert, 

il doit y avoir équilibre dans le système entre les forces motrices des 
différentes molécules qui le composent , prises en sens contraire de leurs 
directions, et les forces appliquées à ces molécules. Ces dernières forces 
sont ici la pesanteur et la résistance du milieu ; et le système qui doit 
être en équilibre étant un corps solide attaché à un axe fixe, il suflira que 
la somme des momens de ces forces, pris par rapport à cet axe, soit 
égale à la somme des momens des forces motrices, pris par rapport 
au même axe. 

La somme des momens de la pesanteur sera f x g d m , et la somme 

des momens des forces motrices sera / r* -j— d m , les deux intégrales 

étant prises dans toute l'étendue de la masse du corps. Pour avoir la 
somme des momens des forces provenant de la résistance du milieu , 
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^*€>iicevons un cylindre tangent à la surface du corps oscillant et per- 

m^ndicuiaii^ au plan qui passe par Taxe de suspension et par ia verge 

rnflexible; la ligne de contact de ce cylindre partagera ia surface du 

corps oscillant en deux portions; et il est évident que^ pendant toute 

la* durée d'une même oscillation p la résistance du milieu sera une force 

appliquée à iSbus les points de Tune de ces deux portions de surface, et 

dirigée en sens contraire du mouvement : d'ailleurs , cette résistance 

sera proportionnelle à l'élément de la surface sur lequel elle agit ^ mul* 

âpiié par une fonction de la vitesse , que nous représenterons par 

fêtant la vitesse, vl^ B, C, Sec. des coèfHciens constans, et n, m, &c. 
4eiexposans positifs quelconques. D'après cela, il est facile de voir que 
fat somme des momens des forces dues à la résistance du milieu , sera 
éffk à 



i(à étant l'élément de la surface du corps oscillant , et les intégrales 
ifpffitit être étendues à toute la portion de cette surface qui éprouve la 
làistance du milieu. On aura donc pour l'équation du mouvement du 
cwps, résultant du principe de d'AUmbcrt, 

f.xgJm:+iAfr^' — .daz^ft^' -^ . ^«-H&c.=/r» -^ . dm , 

fc signe supérieur devant être pris pendant toute la durée de la demi- 
<*ciilatîon descendante, et le signe inférieur pendant la durée de la 
Wi^u-oscillajtion ascendante; car il est évident que, dans le premier càs« 
les momens qui proviennent de la résistance du milieu sont de signe 
<^<Hitmiie à ceux de la pesanteur , tandis qu'ils sont de même signe dans 

^ MoBd cas. 

.. .\ . 

Or, par (es formules do centre de gravité, on k f x ^imzzzx* M g, 
^m. ^ . r M g, M étant la masse du corps ; l'intégrale / r* J m 

T2 



t 



I 

1 
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représente le moment d'inertie de cette masse , pris par rapport à Taxe 
fixe , moment que nous désignerons par (r'' -+- K"") M , K étant une 
constante qui se détermine par le calcul intégrai ; nous aurons donc 

fr' -Çr dm = '^ .M (K^-^r''}\ faisant de plus Af r»"*"' d 



dt^ dt 

=: A^, B fr^'^' d (àzzzB^, &c. l'équation précédente deviendra 

o 'nr i fi in -T- ' d V» dt* * ^ 

m 

Cela posé , l'équation du mouvement d'un pendule simple , dont fa 
longueur est /, et qui ferait ses oscillations dans le même milieu, serait 

sin.fl . lMg::çza . ^nrzrzb . 4^ -h &c. = 44" • ^^' 



df ""^ dm ^ dt 

M étant la masse de ce pendule, ^l a, h, &c. étant des coèfÇciens 
constans ; il faudra donc, pour que ce mouvement coïncide avec celui 
du pendule composé, que l'on ait 

/ — Jll±£l ^ — ^ ^. b _ B, 

La première de ces équations déterminera la longueur 7 du pendule 
simple , c'est-à-dire , la ilistance du centre d'oscillation à l'axe de suspen- 
sion; et Ton voit que cette distance est indépendante de la résistance 
du milieu. Les autres équations détermineront les valeurs de a, b, &c. 
au moyen de celles de A^, B^, &c. ; la masse M' restera indéterminée ; 
en là faisant égale à M, on aura 

a— -f-, b=^ &c. ., ... ., 

Ces coè^ciçns a ,b, &c. conserveront la même valeur pendant toutefla 
durée d'une même oscillation ; mais d'une oscillation à la suivante , 
leurs valeurs changeront, si la portion de surface qui éprouve la résis- 
tance du milieu pendant la seconde oscillation , n'est pas semblable à 
celle qui l'éprouvait pendant la première. Maintenant npus allons dé- 
terminer le mouvement du centre d'oscillation. 
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'Mouvement du Pendule dans un milieu résistant. 

Soient, à un instant quelconque, x fabscîsse verticale du centrt d'os- 
cillation, comptée du point le plus bas de l'arc parcouru par ce centre, s 
. faxc compris entre xe centre et le même point , / le temps écoulé depuis 

^ u mouvement, a la longueur du pendule,^ la gravité relative 

au milieu du se font les oscillations; et enfiii prenons pour unité la masse 
du pendule réunie à son centre d'oscillation. Supposons la résistance 
de ce milieu proportionnelle au carré de la vitesse , et représentons-la 

par m /la f '^ étant un coefficient constant donné par l'expérience, et 

qui dépend de la densité du milieu et de la figure du corps oscillant, 
y équation du mouvement du centre dosciilation sera , pendant la pre^ 
mière demi -oscillation, 

d* s dx ds* f K 

' • . , i ; 

en observant que g ~- est la gravite décomposée suivant la tangente 

à l'arc j, et que cette force tend à diminuer l'arc ^,, tandis que la ré- 
sîrtance tend à l'augmenter , Jpuisqu'elle s'exerce toujours en sens con- 
"twîre du mouvement. 



. On a jr =: ^7 / 1 .—r cos. .-r^y, et, par conséquent , -^^ zn sin. 
^ : — h &c. : substituant cette valeur dans F^auation 



a 



2.3. a^ 



&c. ; substituant cette valeur dans F^quation (i); 



ïï^gligeant d'abord les puissances de ^ et de -j— supérieure à la 

m 

P^mièjre v^ cette équation se déduit à —rr- =z: — ~^.s. Intégrant 

^ déterminant l'une des conitarïtes arbitraires par la condition que 
^ vît^se soit nulle au point dé -départ où l'on *a / t= o, il vient 

k cos. / t/ / — y , k étant la valeur de s qui correspond au point 

^*^ départ, c'est-à-dire l'amplitude de la première demi-oscillation, am- 
plitude que nous regarderons comme très-petite. 

Soit na^n tenant j =: A cos. / W f~) -+3 ^^ E^ substituant cette 



L 
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valeur dans Téquation (i), et négligeant les puissances de k supérieures 

à la seconde , ainsi que les produits k s , k "-t7"» ^^ ^> P^^ déterminer 
la correction s , l'équation 



d^s , g_ f , nik^g 



[»'- ' V(-^Jl 



Cette équation est facile à int^rer , en réduisant d'abord < le carré de 
sîn. t 1/ [—) qu elle renfertne , en cosinus d'arc multiples de 

/ 1/ (—) f au moyen de la formule i f sin. t ']/ f'^J J '^^ 
i — • COS. X 1/ ( — y • Intégrant donc et déterminant les constantes 

arbitraires , eh sorte qu'on ait à-la-fôîs r tz:r o , / ±r o , -^-^ m o , on 
trouve / 

donc 



1.. . . -» 



I 



s^kcos.t^f^J^J!i±,[^^±.,co.^tY{^J-±cos..^(- 



Ainsi , en supposant k assez petit pour qu'on en puisse négliger la troi- 
sième puissance > cette formule représentera fa valeur de s pen<fant 
toute la durée de la première demi-osclHation. 

Si l'on désigne par T le temps de cette demi-oscillation , on aur* , 
pour le déterminer , Téquation j zn o , ou 

£n négligeant le terme multiplié par k, on tirerait de cette équatioo 
T W ( -f-y =z — , TT étant la derni- circonférence paur le rayon i ; 

on feradoftc ^y /^l ^:^ — M-V; Mibstitoant dans i'^quatîon pré- 
cédente , et négligeant les puissances de /' supérieures à la première, 
ainsi que ie produit i k, àjx auta> pour déterminer la correction / , 



MÉCANIQUE. 151 

i'équation — / H — — — Ai J z=: a, d'où Ion tire t' z=— — , et 







ir 



m k 



^ 3 

Ainsi le temps de la première demi - oscillation est augmenté par Teffet 
de la résistance du milieu. 
Pouï avoir la Vitesse au point le plus bas, différencions la valeur 

trouvée pour s , et substituons dans -^ la valeur de T; nous aurons , 
en appelant V cette vitesse , et en rejetant les puissances de k supérieures 

à la seconde, F = — - A 1/ i~)f^ ~ — y î ^^ bien, en faisant 

abstraction du signe oui ihdioue seulement le sens du mouvement • 



^='V(^)(^-^J-- 



ou ion voit que la vitesse acquise au point le plus bas , est diminuée 
pHr|^ résistance du nuiieu. 

Déterminons maintenant le temps de la seconde demi -oscillation* 
L'^uation du mouvement pendant cette demi-oscillation, sera 

d} s dx Js* 

■ — ^ — • a ■■■— I — * ffi * - . : 

di^ i> ds dt^ ' 

car la composante g -j- ^^ la gravité tend à diminuer farc s compté 

*u point le plus bas, qui est maintenant le point de départ; et la ré- 
sïstance du milieu , s exerçant toujours en sens contraire du mouvement^ 
tend aussi à diminuer lare s. On aura comme ci -dessus, en négli- 

fcant d'abord les puissances de s et de -j^ supérieures à la premiàre , 
TiT rz: — "^i/ d'où Ton tire, en intégrant, 

s = kfi -^J . sin. ty^ f^J, 
'^8 constantes arbitraires étant déterminées par la condition qu'au point 



L.. 



i Â* m 



152 MÉ CANI QUE. 

faisant donc 

et déterminant / de la même manière que plus haut , on trouve 

(^ , _ ^ . COS. a / |/|^-y— |. . COS. t ^(-^)\ 
donc 

formule qui représentera , par approximation et en s'arrétant à la seconde 
puissance de A^ la valeur de s pendant toute la durée de la seconde 
demi-osclUation. 

Soit 7^ le temps de cette demi -oscillation; on aura, pour ie déter-. 

ds 

miner, l'équation -j— zr: o , ou 

faisant T W (—) = —-!-/, et rejetant les puissances de t' ^pé- 

rieures à la première ainsi que le produit A /, il vient t' 
donc 

donc Je temps de la demi - oscillation ascendante est diminué par TefFet 
de la résistance du milieu, de la même quantité dont celui de la demî- 
oscillation descendante est augmenté; d'où il résulte ce théorème, que 
h Umps de t oscillation entière est le même que si le mouvement eût eu lieu 
dans le vide. 

Pour déterminer Tamplitude de la seconde demi-oscillation, il n'y a 
qu'à faire tz=iT' dans la valeur de s relative à cette demi-oscillation. 
En appelant k' cette amplitude, et en ne conservant que les deux pre- 
mières puissances de k, on trouvera 



k m 



3 

De même, si Ion désigne par k\k" , &c. les amplitudes de la troisième» 

quatrièm» 
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quatrième , &c. demî-oscillation ^ f on aura 

3 3 

qui fait voir comment ces amplitudes diminuent successivement , et 
yec d'autant plus de rapidité que le coefficient m de la résistance est 
lus grand. 



Nous avons supposé la résistance du milieu proportionnelle au 
<:anré de la vitesse , parce que c'est Thypothèse qu'on fait le plus géné- 
xalement ; mais , si la fonction qui exprime la résistance renfermait un 

ds 

cernie proportionnel à la simple vitesse , et représenté par n -j— , il est 

fecile de s'assurer que le temps de l'oscillation entière resterait encore 
le même que dans le vide, pourvu toutefois que la résistance du milieu 
ftt une force très -petite par rapport au poids de la lentille , et que Ton 
n^^geât dans le calcul le carré de //et le produit de n et de m. £n 
effet , l'équation du mouvement ferait alors 

d* s ^^ dx ds ■ ds*" 

I 

en prenant le signe -H pour la première demi-oscillation et le signe — 

ds 

pour la seconde , et en observant que le terme — n -j— change de 
*^gne de lui-même , à cause du facteur -j- , en passant d'une dem- 

nt 

^çîllatîon à l'autre ; or , si l'on fait s =z s^ e ^ , que l'on mette 

*' la place de -^— , sa valeur approche — , et qu'après les substitutions 

*^tes, on supprime les termes multipliés par //* ou par mn , l'équation 
P*"écédente deviendra 

nt pt 



X d* s g •_■ ds '^ 



-^ftt 



dt* d ' ' dt' 

nt nt 



•"divisant tous les termes par e ^ , et remplaçant le facteur m^ ^ 
XIV/ Cahier. V 
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par m , ce qui est permis , parce que le temps t ne saurait deveçîr très- 
grand pendant la durée d'une seule demî-oscîllation , on aura 

— s z±zm ' ' 



équation doù Ton tirera sans peine les mêmes conséquences que cî- 
dessus , relativement à la durée de chacune des deux demi-oscillations. 
Quelle que soit la loi de la résistance, la supposition que cette ré- 
sistance est une force très-petite relativement au poids de la lentille , 
est conforme à ce qui a lieu dans la pratique , où la densité du milieu 
est très - petite , et où Ion a soin de prendre , pour former la lentille , 
une matière très -dense; mais on doit observer que cette supposition 
n'est plus nécessaire quand la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse , en sorte qu'alors cette résistance peut être une force compa- 
rable au poids de la lentille. Il suffit , dans ce cas , que l'amplitude de 
f oscillation soit très -petite, pour que le temps de cette oscillation ne 
soit point altéré par cette résistance ; car, dans le calcul que nous venons 
de faire , l'approximation n'a point eu lieu par rapport aux puissances 
du coefficient m, mais bien par rapport aux puissances de k. 

Mouvement du Pendule dans ïhypothèse d'un fil extensible. 

Soient, à un instant quelconque, 6 l'angle formé par le fil et la 
verticale ; r la longueur variable du pendule , c'est-à-dire , la distance du 
centre d'oscillation au point de suspension ; t le temps écoulé depuis 
i'origne du mouvement ; g la gravité. L'élasticité du fil est une force 
qu'on peut regarder comme appliquée au centre d'oscillation , qui est 
dirigée suivant la longueur du fil, et qui ne peut être fonction que de 
cette longueur; je la désignerai par cj) r, et l'on aura pour l'une des 
équations du mouvement du centre d'oscillation , en prenant pour unité 
la masse du pendule réunie à ce centre , 

— m ^ COS. 9 • — Cj) r. 



dt- — o — • - -r- 
II faut s dans le cas qui nous occupe , une seconde équation , puisqu'on 
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a; deux variables r et 8 à déterminer en fonction de /; je prendrai pour 
cettre seconde équation celle que fournit le principe des aires 1 savoir, 

—571— — — gr sin. 9, 

4ans laquelle n*entre pas la force cj) r, parce que cette force est cons- 
tamment dirigée vers l'origine des rayons vecteurs. 

X-a forme de la fonction <p r est inconnue : mais comme r varie peu 

pendant tout le mouvement, si on appelle a sa valeur à l'origine, et qu'on 

iasse généralement r =z a — u, u sera une très - petite quantité, dont 

nous négligerons les puissances supérieures à la première ; alors nous 

aurons ^ r z=: A — B u, A et B étant des constantes données par l'ex- 

* 

périence. Pour les déterminer , soit b la longueur du fil avant qu'il ait 
tebr àutune extension ; supposons qu'après l'avoir ainsi mesuré , on le 
luqpende verticalement ^ en attachant la lentille à son extrémité infé- 
rieure , et soit CL (^ l'extension que le fil prend en vertu du poids de ce 
corps ; de sorte qu'on ait b -f- cl zzz a. Il faudra donc que la force cp r 
«oit nulle pour r =: b, et qu'elle soit égale à la gravité g pour r z=z a; 
ainsi l'on aura <p bz=:<p (a — <t) =:A — BcL=:Of et<pa:=zA=zg; 

^pù Ion tire A zzi g, B =z —, et généralement 

- » 

<pr =: g ^ -^ .u. 

Gela posé, les équations du mouvement deviennent,, en négligeant le^ 
puissances de û supérieures à la' première , • 

''''' = — ^cos. ^ ^ — 4. . « , ( i> 



dt^ dtdt 

^^^r les intégrer par approximation , négligeons d'abord dans l'équa- 
^^T\ (2) les termes de seconde dimension par rapport à 9 et ^; ce qui 



v^*") L'extension a est beaucoup trop petite pour pouvoir être observée directement sur la 
''^Xieurdu fil même; on la conclut de i' 
"* Kxiême matière que celui qu'on emploie. 



^''^Xieur du fil même ; on la conclut de l'extension mesurée sur un fil beaucoup plus long et 



Va 
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la réduit à -7^?"== f" • ®' ^^^* Fîntégrale est ô = A sîn. 'l/^fy^» 

en supposant que le pendule soit parti de la position verticale , et en 
désignant par h y (-^J ia valeur de -^ à l'origine. Substituons cette 

valeur de ô dans l'équation ( i ) , et ne conservons que le carré de h ; 
nous aurons 



rfr* « 

dont l'intégrale complète est 

a 

1 

'C et (7 étant les constantes' arbitraires. Nous les déterminerons par la 
condition qu'on ait à l'origine z/ =zi o , --7— = o , et comme la fraction 

mm t 

doit être négligée , parce que les termes renfermés dans les paren- 
thèses sont déjà nniltipiiés par et , nous aurons 



«= -^[,--cos.2fy/|^-y]. 



Maintenant, si l'on fait ô zz: A sin. / y f—J "^^ ^'» 4^® ^^^ subs- 
titue cette valeur et celle de u dans l'équation (2), que l'on néglige 
^^s puissances de h supérieures, à la troisième , que l'on iréglige de même 
ccJles de ô' supérieures à la première, et enfin les produits i* ô'j 

^* -^— , f on aura , pour déterminer la correction ô' , l'équation 

ow bien , en développant les puissances et les produits de sinus et de 
cosinus que cette équation renferme, afin de faciliter l'intégration. 
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En Intégrant et. en déterminant les constantes arbitraires de manière 

J Al 

qu'on ait à-Ia-fois f =: o , ô' rzr o , —j~ = o , on aura la valeur de 
ô', et par suite celle de ô , savoir : 

Si fon demande Tinstant où le pendule sera revenu à la position 
v»ticale, il faudra égaler à zéro cette valeur de pour le déterminer ; 
or, en négligeant le terme multiplié par h^ , Téquation fl =: o don- 

1^ nemit / \/ f'^^J ^=^ '^1 en appelant ne la demi-circonférence pour le 
layon 1 ; faisant donc / i/ f—j = -sr -+- f ' , substituant dans Téqua- 

&n 9 m o,. et négligeant les puissances de /supérieures à la pre-? 
f nûère, ainsi qiie le produit h^ /, il vient 

a OÙ il suit 



En substituant cette valeur de 1 1/ r^J ^^^^ celles de u, —^ 



du d% 

' dt * 



f n est facile de vérifier que ces valeurs deviennent u rz: o , -^ — ' r;r $ 

■jy-n: — h y ( J i ^^ négligeant toutefois les puissances de à su- 
périeures à la troisième , à laquelle nous avons borné notre approxi- 
ïnation. Le pendule revenu à la position verticale, se retrouvera dotic 
«ans les mêmes circonstances que quand il en est parti, au signe près 

* la vitesse -^— ; d'où l'on peut conclure qu'il fera, de part et d autre 

" de la verticale , une suite infinie d'oscillations égales et d'égale durée. 
1^ temps de ces oscillations sera donné par l'équation ( 4 ) î ^^ cette 
^T^on servira aussi à déterminer la longueur du pendule qui fait 



L 
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ses oscillations dans Tunlté de temps. On en tire , en y faisant t =: i 
et en négligeant là quatrième puissance de A, , 

Cette analyse fait voir que les petites "oscillations d*un pendule ex-^ 
tensible suivent la même loi que celles d'un pendule non extensible ; 
seulement l'extensibilité du fil donne lieu à^ uhe légère correction dans 
la durée de l'oscillation et dans la longueur du pendule qui fait ses 
oscillations dans l'unité de temps , et cette correction se confond avec 
celle qui est due à la grandeur de l'amplitude dont elle ne fait qu^aug- 
menter le coefficient. Cependant il est bon d'observer que ce résultat 
suppose, comme nous l'avons fait voir plus haut, que le pçndule part de 
la position verticale après que le fil a pris toute son extension , et 
qu'on le dérange de cette position, en lui communiquant une vitesse 
horizontale ; de manière qu'à l'origine du mouvement , le raccourcîs- 



du 



sèment u et la vitesse —^^ sont regardés comme nuls. Sans cela, les 



termes C cos. / \/ [~) ^ ^ sin. t 'x/ f—) resteraient dans l'équa- 
tion (3) , et les oscillations du pendule extensible dépendraient des deux 
angles / 1/ /-fy et / \/ [—) \ en sorte qu'elles suivraient une loi 

très-compliquéç et différente de celle que suivent les oscillations du 
Jendule ordinaire. 
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MÉMOIRE 

r les avantages qu'on peut retirer , dans la théorie des Courbes, 
de la considération des Paraboles osculatrices, avec des Réflexions 
sur les fonctions différentielles dont la valeur ne change pas 

lorS' de la transformation des axes ; 

♦ 

Envoyé à Flnstitut en frimaire an 12 [décembre 1803]; 

À. M. Ampère, alors Professeur de mathématiques au Lycée 
de Lyon , actuellement Répétiteur de mathématiques à l'École 
polytechnique. 

IjLi y a long -temps quon s'est aperçu qu'au lieu des abscisses et des 
ordonnées qu'on emploie communément à la détermination de la na- 
j» ture de chaque courbe, on pouvait se servir de différentes lignes qui 
changent de valeur à chaque point d'une courbe, telles que les arcs 
comptés depuis un point fixe, les tangentes, normales, sous -tan- 
gentes, sous - normales , rayons vecteurs, rayons de courbure, &c. ; 
çn sorte qu'une équation entre deux quelconques de ces lignes était 
&Uâsi propre à représenter une courbe, que l'équation entre les coor- 
données ordinaires. Lacroix observe, à ce sujet, dans le premier volume 
fe son Calcul différentiel et intégral , qu'en choisissant pour coordon- 
î^éesiarc de la courbe depuis un point fixe et le rayon de courbure, on 
^ une équation plus propre à caractériser la courbe qu'aucune autre , 
puisqu'elle ne dépend point , comme l'équation entre les coordonnées 
^ï'dinaires, de la position et de la direction arbitraire des axes. H 
*Voue cependant que cette équation contient encore une constante 
^''bîtraire , à cause que rien ne détermine la position du point fixe , 
^^'igîne des arcs. Pour avoir une équation vraiment caractéristique d'une 
<^ourbe, et où il ne restât rien qui pût varier sans que la courbe 
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changeât de forme, il faudrait employer deux lignes, qui, comme le 
rayon de courbure , dépendissent uniquement de la forme même que 
cette courbe affecte à chaque point. Les lignes qui dépendent des courbes 
osculatrices paraissent les plus propres à remplir ce but ; reste à exa- 
miner quelles sont, parmi ces lignes et ces courbes, celles qui présentent 
le plus davantage. 

On distinguait autrefois les diverses espèces de contacts qui peuvent 
exister entre les courbes , par le nombre des points infiniment proches 
quon supposait communs aux deux courbes tangentes; on ne pouvait 
douter cependant que les contacts de toutes les espèces n'eussent lieu 
que dans un point indivisible. L admirable théorie des fonctions dérivées 
a fait disparaître ces idées inexactes , comme toutes les autres difficultés 
que présentaient lanalyse transcendante et son application à la théorie 
des courbes. 

Nous considérerons donc uniquement les contacts comme différant 
entre eux par le nombre des fonctions dérivées de l'ordonnée qui ont 
les mêmes valeurs dans les deux courbes , pour les mêmes coordonnées. 
Ainsi , dans le contact du premier ordre , / aura la même valeur 
dans les deux courbes en même temps que x et y; pour le contact 
du second ordre , ce seroht / et / , et ainsi de suite. 

La possibilité de satisfaire aux conditions du contact dépend , comme 
on sait, du nombre des constantes indépendantes que contient l'équation 
àft la courbe osculatrice sous la forme la plus générale dont elle soit 
susceptible. Mais ce ne sont pas ces constantes dont les valeurs sont 
liées immédiatement aux dimensions de la courbe osculatrice, et sont 
propres à déterminer la forme de la courbe qu'elle touche ; ce sont 
fes constantes qui , au contraire , se trouvent rester nécessairement 
dans l'équation de la courbe osculatrice , lorsqu'on la met sous la forme 
de toutes la moins générale : tels sont le rayon dans le cercle, les 
deux axes dans l'ellipse ou l'hyperbole, &c. 

Il y a des courbes qui ne dépendent que d'une seule constante de 
cette sorte ; d'autres de deux , de trois , &:c. Ce qui pourrait servir à 



m 
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m 
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tUs distribuer en diverses classes selon ife Jiombre de ces, constantes, le 
I cercle , la parabole , l'hyperbole (^quiiatcre , (a cycloïde appartiendraient 
l^la première classe , l'eiiipse à la seconde, la conclioïde parabolique 
pà la troisic-me, &c. L'angle des coordonnées, quand on ne s'astreini 
f pas à le faire drqit, doit ço(ïipter parmi ces constantes; il est clair» 

par exemple , que iequation d'une hyperbole quelconque dépend de 
, deux constantes, quoiqu'on puisse la mettre sous la forme xy := ii* , 

où il n'en reste qu'une en évidence, parce que l'autre est langle qu'il 
^iâut supposer entre les deux Jignes;, qu'on prend alors pour axes. 

Pour prévenir l'embarras qUjÇ aous cagiseraient cgg.. constantes, pour 
ainsi dire, sous-entendues, nous n'emploîrons dans ce mémoire que 
fcoes coordonnées rectangulaires , à fégârd desquelles on rie peut être 
rèxposé au m^me inconvénient. Nous représenterons par ; et k les coor- 
loonriées entre lesquelles réquaWon dé la côLirbe osciilàtrice existe sous 
Ifa forme la moins générale , eh désignant, pour conserver l'analogie, 
F l'abscisse par la consonne /, qui précède immédiatement la voyelle u!î 
^qui représentera l'ordonnée, de même que la consonne .v se trouv'e, 
f dans l'ordre alphabétique, inimédîatement avant la voyelle^. En nom- 
maiit m le cosinus de l'a'ngfe fortné par Taxe dés / et celui des x , on 
I trouvera l'équation la plus générale de la courbé osculatrice, en écrivant 
dans l'équation , entre i et' u, m x — -/(i — rh^)-.y -t- <7, à la place de 
t, et \/(i — m^).x -+- my -i- b , à la place de u; cette équation 
contiendra donc, en _général , trois constantes a^ b, m, de plus que 

I l'équation entre / et «, ét'J^ ri^ crois pas qu'il puîsse'y avoir k cette 
règle générale d'autre exception que celle qui a lieu à l'égard du 
cercle; la régularité de sa courbure fait que l'angle dont le cosinus 
z= m peut varier sans qu'aucun de ses points sgit déplacé, et dès-lors 
cette constante cesse d'être essentielle à l'équation générale du cercle, 
et n'y entre plus que combinée avec r, a et b, de manière que ces 
quatre constantes n'entrent que dans trois des termes de l'équation 
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qu'on trouve en substituant à a et à / leurs valeurs dans «*-+-£* =r*#i 
en sorte qu'elles n'équivalent réellement qu'à trois constantes arbiiraireaC 
On pourra tirer aisément les valeurs de x et de^, en fonction de ai 
5-, w, /, u ; car on a 

ce qui donne sur-Ie -cliamp , 

A- zz: ni« H- f/{i — m^J ■ — a m — ' ù /{i — m'J; 

et en opérant de même à l'égard de jf, on trouve 

■"■''^' •■^ ■=. mt — uV(i — rn'-) — bm -\- aV(\ — m^}\ 

au moyen de l'équation entre / et «, on pourra éliminer une de 
deux variables , par exemple H , et on aura x et y en fonction de la" 
variable t, des trois constantes, (3, i , m, et de celles qui se trouvent 
dans l'équation entre t et u, que nous désignerons dorénavant soua^' 
le nom de ptinwu'fres. On en conclura aisément les valeurs de /', ^ •■ 
7 , &c. , en fonctions des mâmes quantités, et ce sera en égalant toutes! 
ces fonctions aux valeurs données de x,y, /,/'./". &c., dans ia courbé' 
qui doit être touchéç par l'ostiuiatricç , qy'on aura les équations néces- 
saires pour déterminer celles dont on a besoin; et il y aura autant de 
ces équations que de quantités ^ i,y -y > f ty" > &Ç- Dans les contacts du 
piemier ordre , on n'aura que trois équations qui ne pourront déter- 
miner que les trois arbitraires a, h, m, en sorte que cette espèce de 
contact pourra ayoi-r lieu quels quç soient la courbe osculatrice et ceLuj 
de ses points qu'on veut mettre en contact avec la courbe donnée , 
point qui est déterminé p^r la valeur de t, qu'on peut, dans ce cas-ci, 
prendre à volonté, ainsi que celles des paramètres, les valeurs trouvées 
dans ce cas pour a, h, m, ue déterminant que la position que doit 
alors avoir la courbe. 

Il n'y a point de différence, à cet égard, entre les cercles et les 
autres courbes , malgré l'exception qu'on remarque dans son équation 
générale, ainsi que nous l'avons, fait ojbserver; et il est aisé de voir 



J^ 



«mp 



I 
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«ju'en prenant arbitrairement la valeur de t, et celle du rayon r qui sert 

de paramètre, on parviendra aux valeurs des trois quantités rf, b, m. 

^ui conviennent au contact du premier ordre. On observera seulement 

une circonstance assez remarquable à l'égard des trois constantes 

^m -f- bV(i — m}^ , hm — aV(i — m^', r'- —~ n^ — /j\ qui 

entrent dans l'équation générale du cercle; c'est que leurs valeurs se 

trouveront indépendantes de î , quoique / entre dans celles des quantités 

r2, m, b , dont elles sont composées. Il est aisé de sentir que cela doit 

^tre ainsi , à cause que la position du cercle qui est déterminée par ces 

«-rois constantes, est indépendante du point de sa circonférence qu'on 

crhoisit pour point de contact, ce qui n'a lieu dans aucune autre courbe; 

C3n peut aisément s'en assurer par le calcul des valeurs de ^, b, tu. 

Passons à l'examen du contact du second ordre. Il présente une 
équation de plus que celui du premier, et on peut par conséquent, 
«.près avoir éliminé a, b, m, tn tirer une équation entre t et les para- 
xnètres, qui donne la valeur de cette abscisse dans le cas où ils seraient 
tous Connus, c'est-à-dire, où la courbe osculatnce serait complètement 
aélerminée. II est clair que cette valeur est celle de l'abscisse du point 
•Je la courbe osculairice où elle a la même courbure que la courbe 
aonnée au point où elles doivent se toucher ; en sorte que cette con- 
sidération peut conduire à la solution du problème suivant : deux 
Courbes étant données, trouver sur l'une d'elles le point où sa courbur* 
«st égale à celle de l'autre en un point déterminé. Tout cela ne peut 
a^oir lieu dans le cercle, dont la courbure est par- tout la même, ce 
^ui doit laisser t indéterminé : il est aisé de sentir que cela tient à ce 
^ïie t disparaît en même temps que n, b. m ; en sorte que i' équation 
•"estante , au lieu de contenir, comme pour les autres courbes, l'abscisse 
' et les paramètres, ne renferme dans le cercle que le seul rayon dont 
'a valeur ne soit pas àé]k déterminée; il est dès-lors facile d'en tirel- 
*-^tte valeur comme on l'a fait depuis long -temps, cette valeur étant 
de ce qu'on appelle le rayon de courbure. 
fin dans le cas d'un contact du troisième ordre, qui ne peut avoir 

X2 
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lieu à l'égard du cercle, puisqli'ii exige quatre constanles arbitraires 
dans l'équation de la cotirbè osculatrice, il restera deux équations entre 
/ et les paramètres ; et si la courbe osculatrice n'en a qu'un , on pourra 
déterminer complètement la valeur de qe paramètre et celle de I pouir 
chaque point de la courbe touchée : et- compie ces Jeujc valeurs nç 
dépendent que de sa forme, on pourra établir entre elles une équation 
vraiment caractéristique de cette courbe; pn pourra également se servi? 
de u et du paramètre, ou plus simplement de u et de t, puisque les 
valeurs de / et du paramètre donnent immédiatement celle de u. 

L'uniformité de la courbure du cercle s'opposant à ce qu'il puisse être, 
employé à cet usage, il faut choisir parmi les autres courbes à. un seul 
paramètre, celle dont l'équation promet plus de simplicité dans le calcul 
et dans les résultats; on ne peut guère douter qu'il ne convienne de 
s'en tenir à la parabole, et de remplacer, pour caract^ériser une courbe 
quelconque, l'équation rapportée, comme on le fait ordinairement, à 
des axes arbitraires, par l'équation qui existe à chacun de ces pointa 
entre les coordonnées naturelles de la parabole, qui se confond avec 
elle en ce point. 

On pourrait craindre que la parabole osculatrice ne fût double à 
chaque point , puisqu'on sait qu'on peut , en général , faire passer deux 
paraboles par quatre points, et que l'un des cinq coèfficiens de l'équation 
générale du second degré, lorsqu'on la particularise en l'appliquant à 
la parabole , se trouve lié à deux des quatre autres , par une équation 
du second degré, qui semble annoncer deux solutions pour tous les 
problèmes de ce genre. On s'aperçoit aisément cependant que cette 
considération ne peut avoir lieu dans le cas présent ; et que si l'on 
vouloit concevoir deux paraboles osculatrices comme passant par quatre 
points infiniment proches d'une courbe quelconque, une d'elles ayant 
un paramètre nul, ses deux branches se réuniraient en une seule ligne 
droite , et se confondraient avec la tangente. 

En substituant à / et à a leurs valeurs dans l'équation de la parabole 
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2 [b y/(\ — m^) — \ p m\x -ziip a — ^* ; 

divisant par iw*, et faisant pour abréger — ^±=: ;;,/; représentant 

k tangente de l'angle dont m est le cosinus, l'équation précédente se 
changera en 
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on tire successivement 
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*ont ces 4|uatre équations qui doivent .déterminer ar^i* n etp, en 
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x,^, y, / , y" : il sera facile ensuite d'avoir t et u au méryfett dès^ 
générales que nous avons dé^ trouvées pour ces deux hicomiues. On 
a d al>ord 
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ce qui se réduit à 

v-4- n X H ^^^ — =— M,^ ' ; 

^ m ^ * 

substituant cette valeur dans celle de - .,— , on obtient 

.. . - .',-/■ 

3/* hp(^-^n-f-^^ 
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et . . - 
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telle est la valeur du paramètre de la parabole oscinatrîce. 

Pour avoir celle des coordonnées / et t^^ on se rappellera cTaboxd 
que « = m / --H ^(i — m^) xH~i==w-//-t-nx-4-' -— / > et en 



substituant dans cette valeur, cëHe de/-H« x-^- — , tirée dé ÎHJqiia- 

tion V -f- /î ;(r H- ^ — = ^^4r- , on trouvera 
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00 a donc 
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quant à la valeur- de / , on la trouvera en substituant celie de /^ et ir ^ 

fehs r =: — , et on aura , toutes fes réductions faites , 
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D est à reiparquer que ces expressions , ainsi que celles du rayon de 
ooqrbure, n'éprouvent aucun changement, quelque transposition qu'on 
fcse éprouver aux axes des x et des /; en sorte qu'en nommant ^ et V 
iTautres coordonnées quelconqiies , on-auia j^ur le rayon dé ocHurbure^ 
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te^ paa-amètre de la parabole osculatrîce , 

__ ?4/> . 



54 »"» 



tt ainsi des autres. Cette propriété qui appartient à certaines fonctions 
Aflfétentielies , vient de ce que, en y substituant aux fonctions déri- 
vées I leurs valeurs diffèreqiielles . prises en faisant varier toutes les 
^érentieiles , pour conserver la symétrie entre l'abscisse et l'ordonnée, 
^lifel. se réduisent à ne c^pntenir plus ^ue des, fonctions de ces deux 
[i)nnes à^ x d^y -^-d^y d^x, et d^x d^x -+-d^y d^y, dont la der- 
[Éjère comprend celle-ct^^x* H- d^y* , qui jouissent, exclusivement à 
>ute autre fonction différentielle, de la propriété de ne point changer 
lie valeur, lorsqu'on rapporte la courbe à de nouveaux axes. En effet, 
les ^uatipns générales* de la transformation des axes 



r 

donnent - 

dPx = m ^^ ^ — i/i^i ~ frt*) . dP V, dPy = m d^M -+- i/<^i — «V . «^ 
d^x=zmdi ^ — -/("i — m^J.d^V, dlyz=mdt\f-h-/(i — m^J.i 
substituant et réduisant ^ l'on trouvera 

dfx d^x -h- dPy d^y^idf^t^ ^^H- ^^ V J^ V : 
et il sera aisé de voir que les mêmes réductions ne peuvent avoir lî 
r^ga^-d d'aucune autre forme de fonctions difTérentiçiles. ; .r . i ' t 
Pour y ramener les valeurs des lignes qui dépendent ^es çoi 
osculatrices, il suffit d'observer qu'on a 

• • • • ' 

/■ dy II dx d^y — dy'd^'x- ■ 

,y—~d7'J'-^^ dVi ' 

//, \ {dx diy — dy d^ x) dx — 3 (d x d* y — dy d}x) d* x 

&c. &c. 

d OU ion tire i H- v * =: ^ ^— ; 

^ a X* 

11^ / /// 3 (dx d^y^dy d^x) d^y — (dx d^ y — dy d^ x) dy 

f ij y y ^^,. 

(dxd^y—dyd^x)^(dx*^dy^)^6(dxdy,—dyd^x)(dxd^y^-^ydh 
-v^'^^A y''-—y'y")-=z ('^^ à^^ -H dy dyj ^ 9 (dx dy — dyd-x)- (d-x- h- d-y-) 

. A /•»-v'y-)-v'" _ 3{d^^y-^d'^) (dxd^x^dydyl^(dxdy-dyd^xj (dx-^ 

Ces valeurs sjiffisent pour transformer celies der,p, t, u,en fonctîoi 

dx/dy, ^V, >y. &c. aîhsî qu'il suit : r=- J^^^ > 
_ sit^^dy. — dyd^^P 

^ [ (dxdy ^dy d^x)^ (dx* Tf- dy*) —'6 (dx dy — dy dhc)'(dx dy — dyd 

^(dx d^x -H dy dy) -+- 9 (dx dy ^ dy i/*x/ (4^^^ "♦- ''^^'V 1 ' ' 
\ (dxdy-^dyd^x) [3 (dxdy'^dyd*x)(dxd^x --h dydy)r- (dxdy-^dyd^ x) (dx^-^d 
"" . . [(yx.^3^ _ ^ ^3x/ (^^x * -^ t/y V — . 6^dx dy — </>» ^*;r^ (dxdy^dyd^x) (dx d*x -i-dyd 

^^'^^(dxdy^dyd*x)*(d*x*^d^y*)]^ 

_ ^(dxdy-^dyd*x)^[ i(dx4 y'--dyd^x)(diçd*X'\'dydyJlr-(dxd^y'-dyd^x)(dx*'^i 
~ [(dxdy^dyd^x)* (dx^-^dy*) — 6 (dxdy— dy d*x) (dxdy — ^^xj? (^dic£/*x -4- ^^> 

^^^(dxdy^^<tK)* (d^K^'^dy*)\^ . 
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et pour montrer, par la forme <Ie ces fonctions, que ces quantité ne 
jsont susceptibles d'aucune variation ^ lorsqu'on emploie de nouvelles 
coordonnées ^ et v. 

Oii voit qu'on peut former à volonté des fonctions qui jouissent de 
cette propriété , de ne point changer de valeur lorsqu'on transforme les 
aL>ices, puisqu'il ne s'agit pçur cela que de les composer de termes d'une 
de ces deux formes J^x Sy — àJ'y Sx, et d^^x Sx -H d^y S y. 

Parmi ces fonctions, l'expression du rayon de courbure est remar- 
cjxaable par sa simplicité; car elle est formée dès deux fonctions dx^'-^-dy^ 
dx d'y — dy d'^x , dont la première est la plus simple- de ccfïfes qui 
rapportent à la formule 



d^xSx -^ dPySy, 

et la seconde la plus simple de celles que donne la formule d^x Sy^^ 
d^y S X. A l'égard de l'exposant -j , qui affecte dx* -H dty*' dans la 
valeur dû rayon de courbure, il est nécessaire pour rendre homogènes 
le numérateur et le dénominateur de cette valeur. 

"Il n'en est pas de même des valeurs de / et de u ; elles sont assez 
compliquées pour rendre pénible en général le calcul de féquation 
entre t et u, qu'on doit obtenir , en éliminant x des valeurs de ces 
deux variables en fonction de x* : on peut le simplifier un peu en 

£ûsant cette élimination entre -^, qui ne contient que y" et y* 
-^ Csy —y y ) y^-r ^^ y^ycty^^/yj ' "l"' ne «optjent que 

j ety ^y (^y- ^y y ). 

S(rft, par exemple, une ellipse dont l'équatron est/ =r:~i-^iî*.-v- ;(r*^T , 
fon aura/ =: x (d^ — • x^) ■"'^, 

/' = — ^abx (a* — *V""^î 
XIV,' Cahier. 
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^'ou l'on tire , en se rappelant que a* — i* = c* , 

/'— / 6/* — y/y =— 3 tf *x^4» — X»; ---+- 3 -^x ^<»*--< 

/'» Hl ^3 /> -«. y' fy = p ^» A» X* (a- — x»; -* , 
-f.p ^ ^û» .— xV -♦ = p 4* ^â* X» -H ^* ** — A* xV ^û» — xV 

p A» ^a* i* -+- f» xV ^û* — x*)-i\ 
et par conséquent, 

a 

et 



pour éliminer x , on tirera de la valeur de — , 

II* 

<t de celle de ~ » 

substituant dans la précédente , on obtiendra 

•'^w(^^) - -'■] - [t/r-^; - '"■]■ = 

ou 

équation de f ellipse rapportée aux coordonnées de ses p? 
iatrices ; on pourrait trouver de la •même manière celle ( 
courbe. On peut remarquer, en passant, que le diamèt 
boie osculatrice , à chaque point de Tellipse , se confond 
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cette courbe, et a le même paramètre. Pour le démontrer, on obser- 
^vera d'abord , que la tangente de la courbe touchée , Tétant aussi de 
Ma parabole , et ayant , par conséquent , par rapport à Taxe de cette 
dernière courbe, une sous-tangente égale à 2 /; la tangente trîgono- 

;^Tiétrîque de l'angle qu'elle forme avec cet axe, est égale à ; c'est- 

-dire, en général, à 

t dans l'ellipse , à 

W . 

e signe qui précède cette valeur, indique que l'angle dont elle donne 
tangente est obtus du côté où les x et les y positifs vont en crois- 
t indéfiniment. Comme il suffit de prouver que Taxe de la parabole 
est parallèle au diamètre de l'ellipse, pour démontrer que ce dernier 
se confond avec celui de la parabole, il ne s'agira plus que de faire 
voir qu'on trouve la même vaièuï'pour la tangente trigonométrique 
<*e f angle que le diamètre de l'ellipse forme avec la tangente du côt« 
de i axe , et qui est alterne interne de celui dont nous venons de 
déterminer la tangente. Or, on saut que les coordonnées de l'extrémité 

d'un diamètre étant x et — V^a"^ — x*), celles de l'extrémité de son 

conjugué, sont y (à^ — x*) et — , en sorte que les tangentes. 

angles qu'ils forment avec l'axe, sont 



et 



ax ' aV(a^—x^) ' . 

qui donne pour la tangente de l'angle des deux diamètres considéré 
^omme la différence (*) de ces deux angles , 

B/fa^ — X*) bx 



ax a if(a^ — x*) _ a} h 



I — 



. (*) II en serait la somme si Ton avait pris positivement les deux angles, et par consc- 
v^^t \€i iraleurs de leurs tangentes; on parvient de Tune et de Tantre manière au même résultat. 

Ya 
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Cet angle étant ie supplément de celui que le diamètre et ta tangente 
forment du côté de Taxe, ce dernier aura pour tangente 

comme nous nous étions proposé de le démontrer. Reste à faire voir 
que le paramètre du diamètre de la parabole est égal à celui de lellipse ; 
le premier est égal à /? H- 4 /> cest-à-dire , à cause qu'on a 

4 f — _. — 2. r , 

qu'il est égal à 



Si Ion décompose le second terme a^ à x"- du numérateur, ainsi qu'il 
suit a^ c^ X* — a^ h^ c* x* , on verra que ia valeur que nous venons de 
trouver, peut être divisée en haut et en bas,. par ^2* A* -+-r* x*, ce qui 

la réduit à i ^^T,Z^'''\ .> • 

a y (a* b* -h c* x^) 

Quant au paramètre du diamètre de Tellipse, comme ce diamètre 
est égal à 

et que sbn conjugué a pour valeur 

on trouvera, par une simple règle de trois, que son paramètre eff, 

comme dans la parabole , égal à 2 — ttttt . » . • 

La valeur générale que nous avons trouvée pour la tangente trigono- 

métrique -y^, de l'angle que forme Taxe de la parabole osculatrice 

avec la tangente au point de contact , est , dans toutes les courbes , 
égale au triple de la fonction prime de l'arc considéré comme ijné 
fonction du rayon d^ courbure et d'une constante arbitraire , qui dépend 



• X 
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du point qu'on choisit pour ^origine de i'arc , et qui disparaît dans 
l'opération par laquelle on détermine sa fonction prime. On sait , en 
effet , que cette fonction est égale à la fonction prime de Tare , par 
rapport à une variable quelconque divisée par celle du rayon de cour*» 
J)ure rapportée à la même variable : or, en nommant l'arc s, le rayon 
de courbure r , leurs fonctions primes s\ /, relativement à i abscisse x , 
on aura 



y * 

et, par conséquent, 

s y* y* 



ÎUi est précisément le tiers de la valeur que nous avons trouvée 

pour — —. On peut tirer de là cette proportion remarquable , en ce 

9^'èIIe a lieu dans toutes les courbes u i 6 t : i s i /. L'équation de 
fellipse relativement à ses coordonnées paraboliques , telle que nous 
▼liions de la trouver, est beaucoup plus compliqué© que son équation 
par rapport à deux axes rectilignes ; il n'en faut pas conclure que 
; ^ même chose ait lieu dans les autres courbes. On ne peut douter 
ÎUe Téquation aux coordonnées paraboliques ne soit souvent la plus 
Kniple , quand ce ne serait qu'à cause qu elle ne contient jamais d'^utr^ 
constantes que les paramètres de la courbe , qui entrent nécessairement 
itos toutes les équations qui peuvent la représenter. 

Il y a même des courbes dont l'équation, transcendante lor^qu'pn la 
apporte aux axes ordinaires , devient algébrique par rapport aux çoor^ 
données paraboliques ; c'est ce qui arrive à l'égard de la çycloïde ; telle 
*rt aussi la développante du cercle , dont les mathématiciens se sont 
•ïpeu occupés, quoique Diderot ait fait un ouvrage exprès pour la leur 
'appeler , et qu elle présente bien d'autres propriétés remarquables que 
•^es qu a indiquées cet auteur. L'objet de ce mémoire ne me permet 
•^inV)ccuper que de la simplicité de ses équations entre l'arc et te 
'^J^ de courbure , et entre les coordonnées paraboliques. 
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Avant d entreprendre cette recherche ,• voyons d abord s'îi n'y a point 
d'autres fonctions de u et de t, que les deux que nous avons employées 
à la recherche de l'équation parabolique de leiiipse , dont les valeurs 
en/^y^y, présentent encore plus de simplicité. Nous aurons d'abord 

■ ^ , . _ ^if^ [y' (i /" - y\r) - y" ]' 

[/"* -♦- (^3/"* —y' y")* V ' 

puis "^ 

9 /'^ D- Y3 /^ - y/y -r? ^ [3yy"-yYi -Hyv?-^9y'* _ 



9/^ !>' ^3/^ - y'yV - y" Y (^ -h y y 

^-. ^ ^3y.a -y/-;. 

En comparant cette valeur à celle de ^ut , on voit qu'if suffit 

l'élever à la puissance — pour lui donner le même dénominateur 

et que les deux numérateurs aient un facteur commun : en exécutan 
les réductions quf résultent de cette considération , on trouvera 

zu t y 

valeur remarquable non-seulement par sa simplicité» mais encore parc< 
que c'est précisément la valeur du rayon de courbure. On aurait pi 
parvenir au même résultat, mais d'une manière moins simple et su 
tout moins directe , en faisant attention que la courbe , et sa parabole 
osculatrice » ont au point de contact le même rayon de courbure , e ^ 

en substituant dans l'expression connue de celui de la parabole , — — 

à la place de p. 

Revenons à la développante du cercle. U est évident que l'accrois^ 
sèment de son arc est à celui de son rayon de courbure , comme c^ 
rayon est A celui du cercle qui lui sert de développée ; on aura donc - 
en nommant ce dernier a , et égalant le produit des moyens à cel 
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des extrêmes , f équation 

rJr = aJs, 
ou 

r^ z=z 2afs -h c), 
dont la simplicité est singulièrement remarquable. 

Pour avoir Téquation entre les coordonnées paraboliques 1 on substi- 
tuera dans l'équation-:^ = A- , à la place de — - , sa valeur -^ = — , 
et on aura 



u r 



qui se réduit à 



6t a 



a tt* 
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1» -^ u^)\ 
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^^atjon algébrique, comme nous l'avions annoncé , et qui est encore 
wt simple. La même méthode peut servir pour toutes les courbes dont 
wi a l'équation entre lare et le rayon de courbure ; car , après en avoir 

toé, par la différenciation, la valeur de ~^^ en fonction de r, opé- 
ttdon que fera disparaître toute constante dépendante de lorigine des 
*i on substituera dans cette valeur (4^-»-^^V^ à la place de r, et 



^ fégalera à -^ , ce qui donnera l'équation cherchée entre t et i/# 

[*- Cert ainsi qu on trouve une équation algébrique pour la cycloïde rap- 

iH^ée à se^ coordonnées paraboliques. £n effet , Tare compté du som** 

^ étant double d'une des cordes du cercle générateur , et le rayon 

,^ courbiure double de l'autre, on a , en nommant a le rayon de 

** cercle , Téquation j* -H V* = i é ^z* , sur laquelle il ne s'agît plus 

'■, jute ^exécuter les opérations que nous venons d'indiquer. 
' li n'en est pas des paraboles osculatrices comme des cercles oscula* 
1?tt8 , qui coupent la coi^be eç la touchant ; les paraboles la laissent 
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en général toute d'un même coté : cela dépend de la théorie généra 
des contacts , et H est aisé de voir que ies ordonnées qui avoisinei 



.11 . '•» 



y étant toujours représentées par/ -\-y i H- -^ i* H — - — i^ -+• &c 



M "» 



et/ — // -H -=^/* ' — i^ -H &c. , i étant une quantité trè 

petite , il s'en suit que dans le contact du premier ordre , tel qi: 

celui qui a iîeu entre une courbe et sa tangente , la manière dont i< 

* ' ' y" • 

deux courbes se séparent dépend du terme -^^ î* qui a le même sigr 

dans l'ordonnée qui précède,, et dans celle qui suit/^ en sorte que cel! 
des deux lignes qui est au-dessus de l'autre avant le point de contaci 
l'est encore après : il en est de même de tous les contacts d'ordre impaij 
où la manière dont les deux lignes se séparent dépend d'un terme où 
est élevé à une puissance paire ; c'est le contraire quand le contact e 
d'ordre pair, par exemple, dans le contact du second ordre du cerci 
osculâteur , la manière dont il se sépare de la courbe qu'il touche 



,m 



dépend du terme 'àz — — i^ , qui change de signe de l'ordonnée pr< 

ibédente à la suivante , en sorte que si le cercle osculâteur est au-dessov 

de la courbe* qu'il touche, avant le point dé contact, il se trouve apri 

au-dessus, et vice versa : le même raisonnement s'applique à tous le 

contacts d'ordre pair ; ces règles , toujours vraies relativement 

f ordre du contact , paraissent subir une exception à l'égard de fa 

pèce des courbes oscuiatrices , dans les points singuliers où le conta< 

peut être d'un ordre supérieur à celui que comporte la nature de ce 

courbes. 

La règle générale pour déterminer ces points , est d'égaler* les valew 

qu*a, dans les deux lignes qui se touchent, ïa fonction dérivée de Foi 

donnée qui suit immédiatement celles qu'on a égalées , pour en déduii 

les éiémens du contact. Ainsi , les points où le cours d'une courbe s 

rappïoche le plus d'une ligne droite, sont ceux où l'on a^ =0, comffl 

dans là ligne droite; et, dans ces points, la tangente coupe la courb 

en ia touchant, parce que le contact devient du second ordre. Les poîn- 

c 
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la ODurbure se rapproche davantage de celle du cercle , sont ceux 

le contact du cercle osculateur devient du troisième ordre, et où le 

<rcle touche par conséquent la courbe sans la couper, comme il fait 

idinairement. On sait que ces points sont ceux où le rayon a la plus 

ronde ou la plus petite valeur , et que le cercle osculateur touche fa 

iOurbe en dehors dans le cas où ce rayon est un maximum , et en 

dans lorsqu'il est un minimum. Comme il faut qu'à ces points / = o, 

f X suit de la valeur trouvée tout-à- l'heure pour r , qu'on y a y'* — / 

' C^ 3f^ — y y") = o , ce qui réduit à zéro les valeurs de / et de i( ^ 

&it voir que le point de contact de la parabole osculatrice se trouve 

ors au sommet de cette courbe, qui est en efFet le seul point où 

puisse avoir avec un cercle un contact du troisième ordre , comme 

i ï?He doit Tavoir dans les cas que nous examinons avec le cercle oscu- 

b^teur de la courbe quelle touche. 

*La parabole osculatrice d'une courbe quelconque devant avoir, au 
ipoint de contact , le même rayon de courbure que cette courbe , et celui 
f une parabole à son sommet étant toujours égal à la moitié du para- 
tmètre, il s'ensuit qu'en vertu de l'équation/" — / (i /'* — y y") = o, 
^hl valeur générale de /? doit devenir égale au double de celle de r : 
/^est ce qu'il est aisé de vérifier par le calcul ; car d'abord cette équation 

léduit cette valeur à p = 5; — ^^-^^ , 

tt yie donne ensuite y" (i H- /*^ = 3 / / * » 



»»a 



•tt 4^= — ^ ^ , ; substituant cette valeur dans celle de p, l'on a 



27 y-^ y" 



Pour déterminer \ts points où le cours d'une courbe se rapproche le 

ïlus de celui de sa parabole osculatrice , il faut comparer les fonctions 

tovées de l'ordonnée du quatrième ordre dans les deux courbes ; celle 

fc la courbe touchée étant représentée par /" , il faudra calculer celle 

XIV.' Qihier. Z 
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de la parabole^ en cJiiférenciant la valeur trouvée cÎKlevant pour ^^' , ce 
qui donnera 

Pour trouver la valeur de cette quantité en fonction àiày ,y\y"\ on se 
rappellera que 



y" 






6 » 



et que 



7/^« 9y 



M 



3 



d'où Ton tirera 



y ^-^ n X , ^ — 



i^p* (i ^ „»/ • _ ,f 15 y» y* _ s r* 



et pour que cette quantité soit égale à /'" , il faudra qu on ait 
5 y* — - 3 y" y"" zzz d , équation qui fera connaître les points où le 
contact de la parabole osculatrice , devenant du quatrième ordre , elle-^ 
coupe la courbe en la touchant à fa manière du cercle osculateur. Ces 
points séparent, en général , les branches de courbe qui sont touchées en- 
dedans par leurs paraboles psculatrices , de celles qui le sont en dehors. 
La distinction de ces deux sortes de branches , des courbes qui n'ea 
ont que d'une sorte, et de celles qui les réunissent toutes deux-, mériter 
bien de nous occuper un instant. Les quantités dont la courbe s'éloigne 
de sa tangente parallèlement laux ordonnées , avant et après f ordonnée 
y , étant , en général , représentées par 



V" V*** V"** 



i* ± -^^— - /•» -h -^ /♦ ± &c. 

a. 3 2,^,4 



tt ceiies dont la parabole oscuiatrice s'éloigne de la mcme tangente 
Tétant par 



y :x -i^ y" ix . 5^"* 



i* =t: -^^— /> H '-i /♦ ;+: &c. , 

a.} 2.3.4. 3X 
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il est dair que ia parabok touchera la courbe en dedans, tant que 
c^tre dernière quantité aura une valeur absolue C*") plus grande que 

celie <Ie la pïécédente , c'est-à-dire, toutes les fois que '^-^, /" , 

ser& de même signe que / qui détermine le signe de toute la quantité , 

' déterminant celui de son plus grand terme — — i*. Ce cas est facile 

à. reconnaître, à ce que le triple du produit de ces deux quantités 
5/' * — 3 y y" y est toujours positif. Le même produit est, au con- 
traire , toujours négatif dans le cas où ia parabole osculatrice touche ia 
courbé en dehors , c'est- à- dire du côté de la convexité, parce qu'alors 

^ , • /" doit être de signe contraire à/', ce qui affecte nécessai- 

Vtxsxtnt du signe — le produit de ces deux quantités. Cest ce dernier 
cas qui a lieu dans Tellipse ; car , en joignant aux valeurs que nous 
avons trouvées ci-devant ipo\\r y, y , y" ,y'\ celle de/'", qui est 



/" == — ^ ab (a"- — x^) » — . 1 5 ^i i ;c* ^tz* — x ^ ^ 



on trouvera, toutes réductions faites, 5/* — 3 y' y ^^^ — ^ a^ b^ 

(^ — - x^J"^ ; l'ellipse est donc touchée par toutes ses paraboles 

MOilatrices du côté de sa convexité , comme it était aisé de le prévoir 

^après la forme de l'équation au paramètre, commune à tous ses 

&mètres. C'est le contraire dans l'hyperbole ; et il est aisé de s'assurer 

l ptfle calcul, que la valeur de 5 y* — 3 y" y" p y est constamment 

s^ositive. Prenons pour second exemple les paraboles représentées par 

f^uation générale 

y z=z x"", 
aoQs aurons 

^ seuls fecteurs qui puissent devenir négatifs dans cette valeur, sont 



^mÊm 



(*) J*€ntends par-là la valeur considérée en eDe-même^ afattraction faite du signe. 



I 
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évidemment n — 2 et 2 /i — i ; c'est pourquoi elle sera négai(ive , et 
la courbe sera touchée en dehors par toutes sè^ paraboles osculatrices : 
quand ces deux facteurs seront de signes contraires, cest-â-dîre, quand 
n sera renfermé entre ces deux limites -f et 2 , comme il arrive, par 
exemple, dans la seconde parabole cubique, soit qu'on prenne pour 

son équation y z=l a x^ ou y zzz: a x\ qui représente évidemment la 
même courbe. 

Le contraire aura lieu lorsque les deux facteurs n — 2 et 2 11 — ^ i 
seront de même signe, ce qui arrivera toutes les fois que n sera plut 
grand que 2 , ou plus petit que ^ î 1^ première parabole cubique donne 
un exemple de ce cas , // y est plus grand que 2 quand on la représente 
par Téquation y z=: ax^ , et plus petit que — quand on se sert de i'équa- 

tion équivalente y z=z ax^ : cette courbe est donc touchée en dedans 
par toutes ses paraboles osculatrices. Si on écrit — n , slvl lieu de n , 
on aura Téquation y zzzax"* , qui est celle des hyperboles de tous les 
degrés, et Ion trouvera 

5 /'* ^ 3 / y- = (n ^x) (^n-\-i) n- (n -H 1/ a^x-^t-^, 

quantité toujours positive ,*d où il suit que ces courbes ne peuvent être 
touchées qu'en dedans par leurs paraboles osculatrices. 

La propriété d'être touchée en dedans ou en dehors , étant indépen- 
dante de la transformation des axes , il s'ensuit que si la fonction 
5 y"^ — ^ y" y"" n est pas du nombre de celles qui ne changent point 
de valeur dans cette transformation , cela ne peut venir que d'un mul- 
tiplicateur ou d'un diviseur supprimé dans cette quantité , et qu'il 
suffit de rétablir pour avoir une fonction absolument indépendante de 
la position des axes , dont le signe sera toujours le même que celui de 
5 y'^'' — 3 y y" , et qui déterminera par conséquent de même la po- 
sition des paraboles osculatrices, pourvu que le facteur introduit soit 
nécessairement positif. Pour déterminer le facteur le plus propre à 
remplir ce but, commençons par substituer à la place de/' et y, les 



/ 
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Tafeurs que nous avons trouvées en différentielles , et à la place de y 
{g suivante, 

(dxd^ -^ dvJ^ -^ d*x i^y — d^y i^x) A» — 3 (dx d^y — dy d^x) dx d^x... 
T- *] (dxd^y — dy d^x) dx d^x ^ 15 (dx d^y — dy d^x) d^x* 

/ ^ dx7 

nous aurons 

5 (dxd^y — dydwy dx* — 9 (dx d^ — dyd^x) (dx d^y^dyd^x) dx d*x... 

dont les Jeux termes 

I 

\ ^^ (dxd^y — dyd^x) (du d^y — dy d^x) dx d*x -^ ç (dx dy — dy d^x)* dx d^x , 

I 

I peuvent être mis sous cette £>rme 

[ ^9 (dxd*y — dyd^xj (dx^d^xd^y —dx^d^ydixj = — 9 (d^xd^y — dyd^xj (dxdy^dyd^xj dx* , 

ce qui réduit la valeur précédente à 

5 (dx d^ — dy d^x)* — 3 (dx d*y. — dy d^x) (dx d*y — dyd^x). . . 

; sf -^y y ^^g — 

pu îl n y a que le dénominateur dx^ qui puisse varier par le chan- 
gement des axes ; il suffit donc , pour obtenir une fonction invariable ^ 
de diviser 5 y"^ — 3 /' y" , par une autre quantité de même nature , 
qui ait aussi pour valeur une fonction invariable » divisée par le même 
, dénominateur dx^ : telle est la fonction (\ -+-/V*» ^"^ joint aux 
propriétés précédentes celle de ne pouVoîr jamais deveiiir négative; fon 
t ainsi fa quantité 

j (dxd^y^dyd^x)* — 3 (dxd^y — dyd^x) (dx d^ —dyJ^x)... 

?;" — 3 ^"/" _ — 12 (^i<»x ^?>r ^ dy d^x) (dx d 'y — dy d^x) ^ ^ 

(X ^ y^)^ — (dx* -^ ^V* 

qui ne pourra changer de valeur par aucune transformation d'axes , et 
dont ie signe fera connaître si la courbe est touchée en dedans ou en 
dehors par ses paraboles osculi^trices. 



iSz 



MÉMOIRE 



Sur la Transformation des Coordonnées , 

Par M. Français, ancien Élève de TÉcoIe polytechnique, Capitaine 

au corps impérial du Génie. 

IN ous diviserons ce Mémoire en trois parties : dans la première, nous 
passerons d'un système des coordonnées rectangulaires à un autre , 
dont les coordonnées font entre elles des angles quelconques; dans ia 
seconde , nous traiterons de la transformation d'un système de coordon- 
nées obliques en un autre ; dans la troisième , nous rassemblerons une 
collection de formules sur la pyramide triajigulaire ['^). 

Avant d'entrer en matière , expliquons une notation dont nous nous 
servirons constamment dans ce mémoire. Pour indiquer l'angle fbrmi 
par deux axes , nous écrirons ces deux axes entre parenthèses , ei 
les séparant par une virgule ; ainsi, sin. (x, y) sera le sinus de l'angl 
formé par l'axe des x avec celui des y'. Nous indiquerons de ia mêm 
manière les angles formés par des plans coordonnés , et par des axes e 
des plans ; de sorte que (xy , x jV serg, l'angle formé par le plan dm 
X y avec celui des x j', et (z^ x i) sera l'angle formé par Taxe àts r 
avec le plan des x j. 

S- I. 

[ I,] Soient x,y, g les coordonnées primitives d'un point, rappor: 
tées à trois plans rectangulaires; et supposons que, sans changer d'ori 
gin«, on veuille transformer ces coordonnées eh un système d'autre 
coojcdonnées x ,y , j', rapportées à trois plans, dont les équations sont 

Iflx -*-. by -♦- cç = o, pour le plan desy ç'^ 
a'x -H 3y -4- f'^ =r G, pour celui des x^, 
a*'x -♦- by -4- c\ z=i o, pour celui des x* y' ; 

C') II ne parait pas que M. Français ait eu conn^ssance du Mémoire de M. Carnot, su. 
la Théorie des Transversales, qui a paru l'année dernière (i8o6), et dans lequel ce géomèta 
a traité les mécnes questions. {Note de M. Hachette,) 
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chacune de ces équations contenant un coèf&cient entièrement arbi- 
râirè, nous supposerons entre ces coèâiciens les relations suivantes : 



{?) a- 



b^ 



c* = I , tf 



>x 



b'' 



-H C 




^— ■ 


,a"* 


"*■ 


b"' 


' -H < 


^••* = I. 


a'c" 


•__ 


B, 


a' b" 




a" 


b' 


•__ 


C; 


ac" 





B', 


ab" 


— 


a" 


b 


Z^L 


C; 


ae 





B", 


ab" 


— 


a' 


b 


' 


CT; 



JEn faisant, pour abréger, 

b e — y' c :=z A* , a'' c -- 
b e — b' c z=: A"j a' c " 

n aura, pour déterminer les nouveaux axes , les équations suivantes: 

l C X = A ^j Cy :i= jB ^ , pour i'axc des x'y 
(4) I Cx = A'z, Cy = B\, pour celui des/ y 
( O'x = A\, Cy = B\, pour celui des ^'y 

toù ion déduit 



1$) Sin. rx',/jV = 



^^ 



*5 






rC ..,,,, a'A' ^ b'B 



e'C 



b^'B'^ 



V{A'' 



B' 



C-J 



c^C 



'în- ^Z' j *' y'J = — TT-rn ïi : ^ V , 



>■■ .- 



*,.J[z. ] Les nouvelles coordonnées x ,y , ^ d'un point quelconque 
|BBit déterminées par l'intersection de trois plans parallèles aux pians (i), 

yttsant par ce point , on aura entre ces coordonnées et les coordonnées 

ironitives , les relations suivantes : 



' px' z=z ax 
(6) Iqy' = fl'x 



• > ». 



t* 



•t = 



= a'x 



by 
b'y 

by 






ïf» fi r étant trois indéterminées que nous déterminerons après. 

" est évident aussi que les valeurs des coordonnées primitives en 
l* > y , ^ sont linéaires, et qu'elles peuvent être mises sous la forme 



««Mvante : 




m y 
m'y 

my 



11..1 






i 
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[3.] Pour déterminer l, m, //, &c, nous substituerons les valeurs ( 
dans les équations (6), ce qui donne 

ipx' = x' (al -+. bV ^ cl") ^y (am-^ bm' -H cm") -H ^ (an -H bn' -♦- en* 
qy = x' (a'I ->- b'I' -H f 7V -^y (a'm -H b*m' -♦- cWy -h ^ (a'n -^ *'/i' -«- c'n" 
r 5' = *' (^ï"/ Hr *"/' -H f"/"; -H/' (^a'm -H b"in' -H c"mV -♦- j' (a"n -H A"n' -♦- c"n' 

Ces trois équations doivent être évidemment identiques , et fommisse 
par conséquent les neuf suivantes : 





f tf / -H A' / -H c /" = /7^ tf'm -^ *' m -^ c'm" = q, a"n 


H-***/!' -H 


C^/l" = 


(9) 


|tf'/-i- b't -H c'/" z= oj a"m -H *"/n' -h c"»i" = o^ an 


-^ bn' H- 


en" = 




(fl"/-H A'7'-H c'7"= p^ am -^ *m' -»- cm" = 0, a'n 


-♦- i'n' -H 


c'n" = 



au moyen desquelles on peut déterminer les neuf coèfiîciens des équi 
tions (7). 

En faisant D = ab'c" — ab"c' -4- a'b"c — i/bc" -h a"hc' — aVi 



on aura 

(lo) D ^aA -^bB -^ eC = a'A' -»- b'B' -H cT = a"-^- -h t"5" -*- f"(C"; 

et les équations {p) fourniront les valeurs suivantes : 

t — ^Z* r — ^P r — ^P . 

- -^^ m- - ■*'? «" - ^* . 

' m -^ — rr— • m :=: 



(>•) (m = 



D ' £> ' D 

A"f , B'r , Cr 

n = — = — . n — 



• — D ' D ' D 

I 

Il ne reste plus maintenant à déterminer que les coèfficiens p, q$ 
pour y parvenir , nous allons considérer séparément les trois nouveai 
axes. 

[ 4* ] Pour Taxe des x\ on a y =: o , 2' = o : en faisant cet 
substitution dans les équations (7) , elles deviennent 

X zzz. Ix , y = t X , 2 =: t x. 

I9 t , V sont donc les cosinus des anglA que Taxe des x îàM avec 1 
trois axes primitifs. Par un raisonnement semblable sur les axes d 
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/: etrdiea 2'^ on trouverait que m,m , m" sont les cosinus des angles que 
Taxe des/ fait avec les axes primitifs, et n , n , n" ceux des angles que 
J'axe des i fait avec les axes primitifs; cest-à-dire, que 

il = COS. (x^ x)z=i sin/x^ 'yi), t = cos/y /J=sït\. (x^ 'x^, t = cos.{ix'J=sin. (x^ ' xy); 
m=cos.(y\x)=isïn.(y\yi),m :==icos.(y' j)z=sm.(y\xi), m^ 
n=co%.(îx):=^sïtï.(îjfi), n=ic09.{i\yJz^m.{ikiJj n"zsicos.{i\i;=sin.{i xyj; 

on a donc 

(13) /» -f. f » ^ r* = i^ m^ -H m'* ^- m"* = 1 , n» -h n'* -h n"^ = i , 

Substituant dans ces équations les valeurs (li)» on trouve 

D D D 






c 



'• 9 



ou t en vertu àts équations (5) et (10)» 

(ij) p = sin. (x'yi), q = sin. fy\ x^), r = shi. (i^ ^ x y ). 

t5*l Eïï substituant les valeurs (12) dans les équations (7), on obtient 

ix = x' COS. (x x) -^ y COS. (y x) -^ ç' cos. (^^»> 
y = X COS. (xj) ^y oof. (y\y) -H ^' cos. (^î>;, 
^ z= x' C06, /x'^^ -4- /' 00$. (y^xJ -^ î C05. (i^ i), 

'-^ équations suffisent pour passer d'un système de coordonnées rec- 
') ^^^gulaîres à un autre de cooirdonnées obfiques , la position des deux 
[i systèmes étant donnée par les angles que leurs «oes repectifs font entre 

^^1:k. Mais nous allons en établir encore d'autres pour nous servir à la 

•olution du problème général. 

[6.] Les valeurs (i4) substituéçs dans les équations (11)1 transforment 
^*IIes-cl en 

U«:>vL- A' . _ B' „ C 

A" ' . _ B" C"' 

C« Valeurs i5tant substituées dans les équations (7), « les valeurs {15) 
^/F.* Cahier, A a 
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dans fes équations {6), ces deux systèmes d'équations se changeront 
dans les suivantes : 

ix' sin. (x j' 'î) z=z ax -^r by -^r c-^, 
y sin. (y ,x y) z=z a x -^ b' y -^ c i, 
l Sin. (i^x yj =z a x -^ b y -k- c i; 

(19) 0' = * ( /^^.^.^..j. 0)/~^y (v(A'*-^B'*-i-C^)/'^ ^( ^(A"*-^B"*-^C"^)J* 

[ 7.] Lorsque les trois nouveaux axes sont aiissi rectangulaires , on a 



aa 



bb' 


■4- 


ce 


113 


0, 


aa" 


•4- 


**" 


-H 


fC" 





0, 


a'fl" 


■4- 


*'*" 


-H' 


cV 


— 


0» 


5» 


-j- 





zzz 


I, 


A'* 


-H 


£'. 


H- 


C* 


zzz 


I> 


^"» 


-V 


fi"» 


-i- 


c» 


zzz 


», 



^ AA'-k-BB'-^CC^^o, AA"-^BB"^CC'=.o, A'A'-^B'B^'^CC^o» 
j> = I , î = I , r = I , £) == 1 , 

t 

d'où Ton déduit 



(21) 




c" V 



(23) a» -+- «'» -H a"» = I , b^ •+■ b'* *"» = i , c» h- c*» -♦- c"» = i. 

S. IL 

[8.] Si des coordonnées rectangulaires x, j^, 1, on voulait passer 
^ un système de coordonnées obliques x" > ^'' , j" ^ déterminées par les 
équations 

Ifl « -H i,/ -H r 2 = o, pourlc plan des ^r-îj", tf^* -♦- V "♦- ^>^ = '*. 
tf/x -t- b,'y H- c/ç = o, pour celui des x" j% tf/* -♦- */* -H r/* = i, 
tf/x -H *;> -H c/2 = o, pour celui des «"/^ ' ^/'* -*" */'*^ -*" ^'"* =^ '* 

on aurait entre les nouvelles coordonnées et les coordonnées primitlvefL. 
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les relations suivantes analogues à celles (18) et (ïp): 

I *" sin. (x."x"^) — a.x -^b.y -i- c, i, 
■ (ij) j /' «n. (yr*"t) — a:x-\- h: y -^ c/ i, 

l f lin. Cl" *"y") — A" * H- Ky -H c," ^i 

E"^ i'^(A^-\-B--^C^)J'^^'' i^(A;^^B:^^C;*)J^ (^(Ar^^Bl'^-^Cr*)/' 
''"iv(A-^B.*-^c,^))'^^'{v(A;-^B, '*^c;-i/'^'( v(A;--^Br^c;*) / ' 

I 

A^p B^p C^, A'^ , &c. étant composées en a^/b^, c^$ a' , &c. , comme 
A,B, C, A', &c. le sont en a , b , c , a , &c, 

[p.] En substituant ies valeurs des coordonnées rectangulaires ^i// J, 
données, par les équations (26)» dans les équations (i8)> et celles (ip) 
dans les> équations (25), on obtient les deux systèmes suivans de x^Xw* 
tions entre les coordonnées obliques x , y , j^ et les autres coordonnées 
obliques x , y , i . 



f » ^ /• . r - ,_ .. /aAM:'B,-^:C, ) „ /i"^.'-t-^"g/-i-c"C/ ) „ ^a"A:'^b''Br-^c"C'' \ 

^m.(x ^ i ; -* ( ^^^. ^ ^. _^ cy -^ ( y'{A'- -*- i?'* -+- c»/^ V ^M"* -H ^» -H C";/' 

«".y *î/— "(y^^.:^^.^^^^-*-/^ ^^^.,_^^..^^.y^-î( /cA"'-t-B"*-i-cr^jy' 

Ces deux systèmes d'équations contiennent tout ce qu'il faut potir pasiser 
(fun système de coordonnées obliques à un autre , lorsque chacun 
de. ces systèmes est donné par les équations des plans cpordonné$.f 

Aaa 
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rapportées à un même système de coordoiinées rectangulaires. Maîs or(i&- 
nairement on ne connaît pas ces équations, et il ^udrait commencer 
par les chercher ^ ce qui ferait perdre beaucoup de temps : on ne connaît 
le plus souvent que les angles que les nouveaux axes font avec les plans 
cpordonné^ primitifs ; les équations ci -dessus paraîtraient ainsi ins\iffi- 
santes pour cet objet. Nous allons nous convaincre dii ' contraire. 

[ lo.] En effet, tous les coèfîîciens des seconds membres des équa- 
tions (27) sont des sinus d'angles formés par un axe du second système 
avec un plan du premier; et, avec un peu d attention, on se convaincra 
que ces équations peuvent être exprimées de la manière suivante: 

f X' sin.Yx',/ îV = x" sin. {x\yi'; ^ / sin. f/.yi'J -H i sin. {i,/l'J, 
(29) /' sin. (y\ X' l'J = x" sin. {x", x' i') ^ / sin. (>", x' l'J ^ î" sin. (^f , x' z'J ,■ 
( t «n. (i. x'y') = x" sin. (x , x^ /) ^ / sin. {/, x'/J ^ f sin. (^\.x' y'). 

Au moyen de ces équations , qui sont d'une simplicité et d*iine syinétrle 
remarquable , on peut passer d'un système de coordonnées quelconque 
à un autre quelconque. Nous pensons qu'elles mériteraient de trouver 
place dtfns les traités d'application de l'analyse à la géométrie à trois 
dimensions. 

» 

i 

[il.] Si l'on veut changer l'origine en même temps que les axes, 
et que les coordonnées de la nouvelle origine soient et, /3, y, il suffit 
d'écrire dans les équations (29) x — et à la place de >r'^ / — ^ à I4 
place de / , 3' — y à la place de 3' : ainsi , le problème de la transfor- 
mation des coordonnées se trouve îrésolù dians toute sa généralité. 



ê T I T 



S. iii. 



[12.] Nous rassemblerons dans cette partie les dîfi^réhf^s formules 
qu'on peut tirer des équations (i), (2), (3) let (4), tant pour éclaîrcîr 
ia signification de difféjTentes éqtiations que nous avbiis employées dans 
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là. première: pu tle, que pour en faire quelques rapprocbemena remar- 
quables. On a déjà, trouvé, n.® i , 

a;4^ ^ hff -^ cC ^ D 



- ^j 



«"•/*',/ iV = 



" V »/. ,, , ;, à'A' -^ b'S' -*- ce IX . 

._ • 1. . a"^"-t-i"^"-+-c"C""- ■ •P • ' 

on trouve de même ' 



l"'l •• . '"i"' v« •*, 



. •^ . ., a'A-^b'B-^c'Ç . . . ., , ,, aA-^h"B-^t"C 

*n/ • /. . M aA--^bB^^cC " ■.■ ,, . ,, d'A'-^b"B'-^<!'C.' 

U'JvMn. />' y'7V=- — ^r=Q. sm. rv x vj =t »=o. 

"'^ y.J'l/ •^^''-H^-'H-CV * ^^' ^^- 7{A" -*- B-* -i- C"'J ' 

Xieft seconds membres' de ces ë^uatiôïis- ne sont autre chose que les 
L ovations {p), dans lesqueiies on a substitué pour I, m» n^l^Lc. leurs 
^ Taiéurs (17); ce qui explique ia véritable signification de ces équations. 

On trouve de même par la théorie du plan et de la ligne drpkq 

A A' -♦- B'B' -4- ce ly ' 
'^^''y^ V[(A^^B'^C^) (A'^+B'^^CV] ' *"-^*>'>'= VUA^^É^-^à') (A"-^B'*-^C-J ] ' 
,^/ ' '!_ ^^" -^ BB" -\- ce . , _Ù_ 

I»o»- <*' j!./ Z') = a a' ri- b if -t- ftr ; tin. ^x'y'.y ^) =.y^^VH-iï"»-HC"V , 
cos.^x'/,/î'; =aa" -t- bM" -»- fc", sin.^V/,/ j';=: /^^'»-*.£'»^C'V/ 
«•»• ('?'>', «'îV = «'«" -•- *'*" -+- cV% sin./*'.^',/' l'J = Z^^» -+- j5' -♦- iC»;, 



^ipiatjons contiennent toutes les formules nécessaires pour calculer 
twif ies angles d'une pyramide triangulaire , donnée par les équations 
4é§trois plans dont elle est formée; leur ensemble constitue une espèce 
de trigonométrie sphérique analytique* 
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[13.1 £n combinant entre elles les équaiious yiii.6dciitxs, • 
tire les conséquences suivantes : , , . i. 

sin. ^x',/ î'/ = sin. {x'.-^ sia.,{x'-z\/.z') = «0. Cx'./) An. (x'y',y' 

(34) |sin. (y',x-:C) = «"•/*'./>> «in. Y*' /.*'?'; =.«0:7/;^'; siiv. (x'^.y' 

sin. ^î',x'/; = sin. (x'X) sin..{x.'y,x' i'} ;= sin; j^'. îV «n- T*'/, V' 

sin. {x'.yj sia.(x'X) »'"• (*'y'<^'t) — *'"• ^*'./V "•»• 6''/îV «"• ('*'/,>'' 
(35) ( an. {x\i'y sin. (y'. z'J sin. Cx- 1. y O ' ' 



- ■ J 



~ y'[^^» -H 5« -H cv M'* -•- ^'* -♦- ^'V <'^"* -»- ^"* -t- ^Vl 

!an. Ô-'.* '<;. ?"• ^*y ,*'îV = «n. (5<> V; fhi.Y*>y ^V = sin. (^^y) sin. ^x'i'. 
sin. (x'y) sin. (xy,xx) «"• (*y'yX) — '"• <'*''îV sin- (*'y' ,*X) ""• ^*'t: 
«n, 6'-. ty» «"• ^x'/'J'' îV «»• (*' l'-y t) = P- 

(37) «in- {x'.yj sm.(x'.î) sin. (y^) r= ^^.^^.^.cy ^^>-t.5>-*-C'VY-^"*-»-5"»-H 

(38) sin. (xyy^) sin. r*».'î';«n. (x'i,y'i) = *îC-^*-f-^»-Hp;r^'»,-t-£'«-t-cv(^"'-+:^;'*- 

(39) sin. (x ;yz) «m. (> x z) svn, (z xy) = 



(40) 



sin. ^x',// __ sin. (x\ z) - __ sin. (>', ^7 _ «n. (^x'.^V sin. ("x' ^ ^7 s 

_ ^ sin. ^x\y^7 sin.6'',*''zV "n. (^^ 

«m. (xy ^y z) «n. ^x y j z) sin. ^x z J l) ^ 

La quantité i^ (3 5) est très-remarquable : elle est fe sextuple du v 
d'une pyramide formée par les trois axes x , y , i , supposés éj 
Tunité. Ce que la quantité F e^t relativement à cette pyramide, c 
Test relativement â sa pyramide supplémentaire ; c est-à-dire à ui 
. ramide dont leâ angles pians seraient égàuk à ceux des arêtes 
première , et réciproquement. 

Les équations (46) font voir que, dans une pyramide trîangula 
rappojt des sinus des angles d'arêtes à ceux des angles plans, qi 
sont opposés , est constant ; dles expriment de différentes mani< 
valeur de ce rapport : la dernière^ prouve qu il est égal à celui du \ 
de la pyramide au volume de la pyramide supplémentaire. 
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MÉMOIRE 

Sur l'Intégration des Equations Jiffcremielbs partielles , 

Par M. Bris s ON, 

ancien Élève de l'École polytechnique, Ingt^nieur des Pouls et Chaussées. 

Mt'moite envoyé â rJoltîtut en Prairial an iz [Juin 1804]. 

L'importance de la tht'orie des équations différentielles partielles, 
pour l'application de l'analyse à la mécanique et à la physique, a dé- 
lerminc les géomètres, depuis le milieu du siècie dernier, à faire de 
celte partie du calcul intégrai l'un des principaux objets de leurs travaux. 
Les méthodes qu'ils ont créées pour intégrer ces équations, s'appliquent 
particulièrement à celles qui ne renferment la variable principale qu'au 
premier degré ; cependant, même pour les équations de ce genre , les 
méthodes connues sont loin d'être complètes. On sait, en général, faire 
dépendre l'intégration d'une équation du premier ordre et du premier 
degré , à un nombre quelconque de variables , de l'intégration du système 
du même nombre moins un d'équations diffère ni tel les ordinaires : mais 
lorsque l'on passe aux ordres supérieurs, le procédé qui conduit à ce 
ràultat ne peut s'appliquer avec succès que dans des circonstances par- 
ticulières. Les méthodes uniformes et générales manquent absolument, 
elle nombre des équations que l'on sait intégrer, est d'autant moindre 
que ces équations renferment plus de variables , ou qu'elles sont d'un 
ordre plus élevé. Une des principales difficultés provient de ce que la 
relation qui doit exister entre les différentes variables , dans l'intégrale 
d'une équation diffiîrentieUe partielle, n'est pas toujours de nature à 
pouvoir être écrite d'une manière terminée , en ne faisant usage que des 
variables mêmes de l'équation donnée et des expressions analytiques 
ordinaires. On a donc été conduit à employer de nouvelles exprejsions 
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analytiques, pour énoncer, en termes finis, des relations plus com] 

quées que celles que l'on avait eu à considérer jusqu'alors. 

M. Laplacc a déjà donné les moyens de résoudre, à l'aide des in 
grales définies, une certaine classe d'équations du premier degi 
second ordre, à trois variables : d'autres géomètres ont aussi traîl^ 
ia même manière quelques équations particulières. Je me propose (f 
poser des méthodes plus étendues pour exprimer, par des intégi 
définies, les intégrales des équations différentielles partielles du preii! 
degré : ces méthodes s'appliquent non -seulement à toutes les équatt 
à coèfficieiis conslans d'un ordre quelconque et à un nombre indé 
(fe variables, mais encore à d'autres classes d'équations très-nombreirt 
et c'est en développant les intégrales des équations du premier deg 
en des séries d'une forme particulière, que j'arrive à ces résultats. 

Je commence par démontrer que, si l'on a une expression analytîi 
renfermant, au premier degré, une fonction arbitraire d'une quai 
donnée ; que cette fonction vienne à s'accroître d'un facteur arbio 
et composé de la même quantité, l'expression proposée peut, en génJ 
se développer suivant les ordres différentiels ascendans de ce facH! 
ainsi qu'une fonction analytique, lorsque fa variable qu'elle coni 
saccroît d'une certaine quantité, peut Se développer suivant les pî 
sances ascendantes de cet accroissement. Le développement auqud 
parviens, présente, avec celui d'une fonction analytique, l'analogft 
plus remarquable, et les coèfîiciens se déduisent également les uns' 
autres par un procédé tmiforme , mais qui ne peut se rapporter au ca 
diffère ntieL ' 

La considéretion de ce développement me fait obtenir, dans Tin gis 
nomljre de cas, les intégrales des tx|uations différentielles partielli^l 
premier degré, exprimées par des séries que leur forme particulière T 
toujours susceptibles d'être enveloppées sous des intégrales définies. 

Les équations à coèfîiciens constans forment un cas particnlirt 
celles qu'embrassent ces recherches. J'indique les conditions qui doH 
étte «atisfaites, pour que l'on puisse sommer immédiatement les 
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qui représentent leurs intégrales ,. et obtenir ainsi ces intégrales sous 
forme finie. 

Je considère ensuite ies équations dont le premier membre renferme 
la variable principale et ses différentielles partielles au premier degré, 
et multipliées par des coèfficiens constans, et dont le second membre 
çst une fonction donnée des variables indépendantes. L'intégration d'une 
équation de ce genre peut toujours être ramenée à celle de l'équation 
que l'on obtiendrait, en supprimant son dernier membre, lorsque l'on 
connaît une valeur de la variable principale qui la vérifie : or , je dé- 
montre que cette valeur particulière s'obtiendra sous forme finie, lors- 
que l'équation proposée, privée de son dernier membre, sera elle-même 
intégrable, en termes, finis, par les moyens donnés précédemment; et 
d'ailleurs qu'elle pourra , dans tous les cas , ^'exprimer par une série 
semblable à celles que j'emploie pour réprésenter, en général, les inté- 
grales des équations différentielles partielleis du premier degré. 

» 

Je donne en dernier lieu des procédés généraux et toujours applica- 
bles, pour envelopper ces séries sous des intégrales définies ; et ainsi 
j'obtiens sous cette forme les intégrales des différentes classes d'équations 
traitées dans ce mémoire. Les résultats auxquels je suis conduit sont 
tellement réguliers qu'on en peut déduire immédiatement des fqrrnulçs 
générales , par exemple , pour. les équations à coèfficiens constans du 
premier degré, d'un ordre quelconque, et renfermant un nombre quel- 
conque de variables. Je joins à l'exposition de cette méthode, quelques 
applications particulièrement relatives à des équations liées à des pro- 
«biènies de mécanique, et qui me donnent lieu de faire usagç de la plupart 
/des recherches précédentes, ? > .].-.'. \ 

'\ Mais on doit remarquer que chercher à.expri|ner par des intégrales 
définies une quantité donnée d'une, manière quelconque , c'est généra- 
lement se proposer un problème susceptible d'un grdnd nombre de solu- 
tions, comnie lorsque l'on cherche depx suri^ces dont l'intef^ction pro- 
-^uise une courbe déterminée. En effet, la valeur d'une inl^égra^e; défi/ije 
d^end des valeurs partiçuJUèreis attribuées , après l'intégration supposée 
XIV/ Ca/iier. Bb 
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efFeçtuée , à de certaines quantités auxiliaires introduites dans le 
du calcul ; et par conséquent, on conçoit que le résultat sobtîei 
finitivement par une véritable élimination : c est pourquoi je par 
pour des équations auxquelles les géomètres ont déjà appliqué les 
grales définies, à des solutions d'une forme différente; et je te 
même ce mémoire en indiquant des moyens d'obtenir, dans di 
circonstances, des résultats qUî diffèrent également par leur form 
ceux que donne là méthode générale que j'ai exposée. 

[r] Soit V(^^u) une expression analytique contenant fa foi 
arbitraire ^w d'une mahière quelconque, mais au premier degré, 
posons que la fonction i^^u devienne ^« x tti/^ 'Tf t^ étant une no 
fonction ; quelque traniàformàtîori que l'on fasse subir à l'expr 
V(\ u ^ Tc tij, elle devra contenir la fonction wu dans tous ses te 
et de plus se réduire k A . V(\n) , lorsque ^ u %t réduit à la 
tanre A. 

Aittsi V{i]^uy^vrn)ieteL'é§aL\éèL ttu .V(^'u), plus à urte qi 

^iqui * devra s'évanooirlô^sqûè ^n'^u deviendra urte constante, cest-é 
à UTie quantité qù*6n pb^ùrfe regarder cotrtme différenciée par ^rî 

'kWit. 

On peut "donc établir Téqûàtîbh suîvàhtîe : 

dàïis laquelle ^""M déifgrt^ âfiie e^rpreisîôïi ^à déterminer , qui dôi 

^tëftîr au pirfeftiîèr degré Turfe et râiatfre ^defe 'deux fonctions \u't 

et d indique une différenciation prise eit tegàrdant -la 'quanti^ 

cbmàie keïde VàrlaMè; ah^éfuttâit tfrtr de là Ja valeur «de M (\ti 

/' îfîdîqiiàîift îineftrt'égrâtf^^ MJgalenfeflt ^pàï apport *à 4a 

;«qwantîté ^ *. 

lJ&i^ié^ûôxiM:('^^/'7cu)^é^^ âe même se 'déconnfpbser »ei 
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rtîes, dont Tune devra subsister , et la seconde s'évanouir, lorçque ttét 
réduit à une constante. Si donc on représente par V/'^^u) ce cjui deyiçnt 
^ ('\^u,^u) , lorsque ^u égale un, on sera conduit à supposer 



^f(\u,'rcu) étant une nouvelle expression analogue à M(\u, *ku). 

De même » nous pouvons établir indéfinitnent la série suivante 
d'équations , 



M^ (\u, 'xu) ?= çra.f^,,, (\u) rf- à' .M^^ (\u, tcu), 

Ikc. 

■Bïi éliminant M, M^, M^^, M^^^, M^^, &c., entre ces équations 09 
^Jbiiient 




bieQ en é^abiis^ftnt l'homoigéiiéité jçnti!^ les .4>f^€;^ ^çrp'^P^ ^ ^'f'^® 
Ja jdilfférent^lle constance 4 M» .«^h^ng^nt 4 cçt e^et .copvenabieme^ 

ies expressioi^ y,, V^^ V^^, ^., pt .renaplaçaftt Je signe / par le §ig^^ç 

<>rcUnaire 4» 

Cherchons maintenant la loi selon laquefie les expressions V^, V^^, 

_y,.&c. dépendent {^% unes des autres, et de l'expression donnée V(\u). 

*^Our c€;ia, nous remarquerons que si ion suppose, dans la série précé- 

Dte,:Qu^ir changée.çn i|/i^x^i/^ ou ^u changée en/7r//x^/^, o|t 

it arriver au même résultat donnant la valeur de V (\uy^ituy^^u)^ 

«Mettons »d abord 'TCu:^\^u là ija place de 7n/; en développant les ordres 
**fiFérenueis du «produit ifjay^f^M.tX. s^arrétant, pour .plus de facjli^é, 

Bba 
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aux termes où la fonction cpu est différenciée au premier ordre 
série deviendra 

au au^ aii^ 

En effet , on démontre dans le calcul - différentiel , que // étant 
nombre entier positif, les deux premiers termes du développem 

de - — j"^, ^ — selon les ordres différentiels ascendans de CD z^^ s 



du- 






du^ du du"*"* 



Substituons en second lieu dans les différens termes de la série , ^|/W x 
au lieu de ^u; en développant chaque terme, et s arrêtant encore 
premier ordre différentiel de <pu, on obtient 

Les deux résultats auxquels nous venons de parvenir, doivent < 
identiques , quelles que soient les valeurs de cpi/ et de 7r«; on a 
donc , en les comparant terme à terme , les équations 

V(\u)=:V(\u), V,(\u)=xVJ\u), Vj\u)=^VJ\u), S 
et , en générai , 

On remarquera en outre, que chacune des expressions V^ ^4^ 

y^/^u) y,(-\'u), se déduit respectivement de V^ (\. 

V, (-iu) .:V,{^uJ, comme Vf-i^uJ, ou V^{'\^'uJ se déc 

de Vf^uJ.- 



« ■ 



Si donc on a un procédé simple pour déduire V (\u) de V(\f\ 
on pourra de la même manière obtenir, en général, V.^^(\u) 
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moyen de V,^, (-\' u) , et en conséquence parvenir à la valeur de 

' Heprenons Téquation 
1>-fyù.'rcu)=zV(\u).'rru-^V/\u):^-^VJ^u),^-^S^c., 
ds supposant ^ru := u , elle se réduit à 

us représenterons Vlu^u) — « . V(-\fu) par F/ - '*'" ). 
Par le même procédé, l'on trouverait 



V,(\u)^T ^IÇZ±1). 



ÏNous désignerons cette dernière expression par F^ /- — 1— y • D après les 
^^iiatîons que nous avons obtenues plus haut , Ton aura 

^ Taîde de ces équations , et en poursuivant la même notation , i on 
, en général , 

en conclura donc 



K^^V(\u.^u) = VM.nru^T(^)/-^^T'(^). '';:.- 



1.2 



1.2.3 1.2.3.4 1.2.3. ../z 
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Ce développement présente la plus grande analogie avec celui de 
f(x -+- i) , et nous avons cherché à la conserver dans la marche 
que nous avons suivie pour y parvenir. Les fonctions arbitraires \u 
et ^u remplacent les indéterminées x et /; elles sont combinées dans 
i expression génératrice par voie de muhiplication, au iieù de l'être par 
voie d addition; dans le développement, les ordres différentiels de la 

fonction ttu remplacent les puissances de i; fes expressions T f — ^~/* 
r*/^ — -—) f &c. remplacent les coèfficiens différentiels ou les fonctions 

dérivées qui forment les divers termes ^u développement de f(» -+- %)• 
Enfin, ces expressions se déduisent de l'expression génératrice p^r un 
procédé qui conserve encore la même analogie, avec celui dont on 
se sert pour obtenir les coèfficiens différentiels au moyen de k fonction 
primitive. 

Dans le développement (A) , Ion peut supposer \uz=i i , et alors 
on a le développement suivant de V (^tcu) 

^ ^ ^^ ( uy du ( uY du^ ( uy. du^ 

I • a ji .. a . 3 

Il convient cependant de iremftrquer ^ue >de m^me i^ue àç déveiopp^^ 
ment àe f (x -+- i) devâent impossible dans quelques cas particuliers, 
également aussi le développement (A) ne peut avoir lieu dans certains 
tas et pour des formes particulières de ta fonction ^Tt u. 

On pourrait encore se proposer de développer V jf^ n x-tt»^ 
suivant les ordres différentiels négatifs de -?r k, ^ou., ce qui revient au 
même , suivant les intégrales successives de cette fonction ; et l'pn tfour 
verait que ce ^développement n'est possible que dans des circonstances 
particulières , comme il arrive pour celui de f(x -+- i) suivant les puis- 
sances négatives de i : mais la discussion complète de ces anomalies 
of&e des difficultés que hou^ devons écarter , et d'aiiieui:s <9 pisu -et 
rapport a l'objet principal de ce tnémofire. 



À Taîde du développement de / ^x H- i) , on parvient à plusieurs 
g^rîes^, telles que celle , par exemple, qui représente fx -f- ij" , quel que 
goît l'exposant // ; le développement {AJ conduirait également à des 

^rîes analogues , et particulièrement à celle qui représente J*. - . , — , 

quel Que soit l'indice différentiel /i. Nous ne nous arrêterons pas à cçtte 
recherche parfaitement analogue à celle du développement de (x^^i)^, 
et qui n offre aucune nouvelle difficulté. 

[2.] Cependant, pour donner un exemple des résultats auxquels 
/a formule précédente peut conduire , proposons - nous de développer 



d*u 



dx 



suivant les puissances de l'indice différentiel n, recherche 

analogue à celle du développement de a^ suivant les puissances de fex- 
*posant fi. 

Si Ton se rappelle que pour développer 4* , on substitue à la quan- 
.tîté w, I -H i en faisant ,b ru a — \i , on ^s^ra condili 
Vexpression donnée 



• • 



dx " • 



OU en faisant v zzz u e 



— 4f 



d» (e* vj 



d X- 

D'après ie théorème que nous avons indiqué, Ton aura 

1 

I 

dv n . n — I d* V n . n — l.n — i d^ v 



^ (v -{- n 



N^" »■ 



n , n — i.n — 2./1 — 3 i/*v 



I 

r 



1.2.3.4 d x^ 



&c.); 



en rétihhsant les quantités. qui sont nuftipiîéea.jpar les jiftémes piussances 
àt n , Téquatîon précédente deviendra 

» -lia ^^^xi.3.3 ^^^ i;a.j.4 ■■ -'- "^ A' 



I - 
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en supposant que Ion fasse 

. d V . l d^ V l di V l d^ 



d X 2 d x^ 2 d x^ 4 ^ ** 



I 


rf» V 


2 


dx," 


1 


d'A 


2 


d x^ 


I 


d^B 



I 


di V 


3 
I 


d X' 

d^A 


3 
1 


dx^ 
d^ B 



6cc. 

5 a XI 

„ dA I d'A i d^A I d*A i di A « 

d X 2 d X* i d x^ /^ d X* ' 



I 


di V 


î 

I 


d XI 

dsA 


I 


dxi 
di B 



■ dB I d^ B I d^ B 1 d^B 

d X z d x^ i d x^ 4 ^ X* ' ^ d xi 

&C. 



&C. 



D'après l'analogie qui est à remarquer entre l'expression de A et 
développement de log. {i -+- bj ^ on peut représenter la quantité e' . 
par A (e* v) ou par A (u) ^ et par conséquent poser de même 

B =z \^ (u) C z=L A^ (u) D =z \^ (u) ace. 

on aura donc enfin 

expression parfaitement analogue à la suivante , 



Lorsque, Ton a la formule 

. *^ _._^! ^_+,_*î & 

^ i 3 4 J 

et que l'on veut obtenir la somme du second membre , on trouve 
une différenciation 



dy 



^î -4- ^4 __ ^5 _X_ &c. 



et le problème se réduit à trouver une fonction ^ de la variable b, 

_ m 

différenciée reproduise la quantité -^ r-. De même ayant fa fôrn* 

obtenue ci-dessus, . : 



dV d^V d^ V d^V diV 



d Pi^' v/. X* i ' dxs 



acc. 



^.'-'-'r^TTTA.g./.x -r, \\ "\d:k^ •J' 

î . 3.- •■■ ./ 4..: * -""s ■ 

1 

que l'on demande la somme du second membre ; on mettra x V 

■ ■ . ' . . ^-- 

place oe V, et xetr^nchant de l'équation ainsi variée , féqùationdoB 

elle-mé= 



A^ AT-Y.se. ;ao.i 

jje-niéine , rnukipH^ par x, on ann, d'stprès 1» notmion a^ue j'^i iiydi- 
quée précédemment, 

et i^ problème se trouve réduit à chercher une expression composée en 
y, et telle que pour V, mettant x F, et retranchant du rés^tat fex^Ks- 
^Ipfi dominée elle-mi^me, multipliée par x, la différence soit représentée 
par e-^/Ve'dx. 

On voit naître ici un nouve^ ^nfe ,de i:;alcjui wverske» çoiwo^ ic 
c^Sf^l^^ jj^t^&^^i ^6 déduit immédiatem^ent du jçaicul différentiel. 

C 3 '] Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction arbitraire -sj/ contenue 

ja^ris K f^ u ) renfermait seulement une variable u ; si elle renfermait 

plxisieurs variables indépendantes u, v , w , . .s^ on parviendrait tou- 

|ou^ > à Taide de considérations. s^niMables aux précédentes , à àévt* 

loppef V \^\ (Uf y* ^ * • .^J ^ y^ (x , V, r . . • s)^f suivant les ordres 

flîfiérèntîels ascendans àt '7t(u, V, w . . .s) ^ pris par rapport aux riii- 

rîables u, v, w . . . s. \\ sera ifecîfe, par exemple, de Rassurer, en sup^ 

|K>sant ies fon<tiom «^ «t t «(imposées seulement «ics êrods vadables 

indépendantes tf j i^ et ir , qufe te c^ffiÎMdnt 4*'' ' J' ; 

Jér dy* dwf ' 

dans ie déveioppement chebcbé/lest 

|.;fc.3.«.m» 1.^.3. ••/!• 1.2.3...^. (m* V* jk'' / 

On ^ron^pit ^en suivant 4 «^ 'peu ^ près la. même maixhe , an {xiuirreh 
obtenir le développement 4e f^/-!" ^ ^ * V *uiva«t les ocdres ascendsns 
^^ ^ifférem^es finies de ^ «; maïs nous ne nous en occuperons pas 
-inns ce moment , et nop s ailons essayer ^fppfdicpier ies ifickerobes pré- 
cédentes à la théorie des équations différentielies paitiettes Àuftàm» 
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[4.] Soit l'équation de l'ordre m entre n variables 

\ dx a y dt as dx^ dx d) 






dy^ "^ dx dt dt^ • • , ■ * rfj» ' dx^ ' ^ dx^éfy 

Ri^ ... H. r4^ . . . H^ &c.= o. 



^*dic • • ds^ 

contenant au premier degré, dans tous ses termes , la variable Z ou se 
coèfficîens différentiels. Pour plus de facilité, nous représenterons, e 
général, cette équation par "^ iz==, o. 

On sait qu'en général Fintégrale complète de y j = o c^: con 
tenir au premier degré , m fonctions arbitraires chacune de^ •— • 
variables. 

Faisons abstraction d'un nombre m -^* i de ces fonctions arbitraires 

* 

51/pposons que l'équation donnée ne renferme que les trois variable 
Zf\'^.^^ y^ ^^ désignons par Z =p ^ (\^) ^^ partie de l'intégrale con" 
gl^te qui renferme fa fonction arbitraire -sj/ 1^ conservée , </ étant un 
qufintité composée des variables indépendantes ;i^ et^. 

r : ; Cbtncevons maintenant que la fpnctjlon 4fU devienne n|/^ x r^ri^ ^ noi] 
pourrons développer rîntrfgrale^(//4' "^ ^ ^^) ^^^ ** (prine suivante , 

/A\ rr^l \ TT- . T^ dwU' ^ Vu à*'ïïU . K„ d^ltU „ 

(A) z = u(\u . ^«;= r. *«;+. v^. :j;^:^:ri'i;F-^ rtï' ^-»-«^< 

F„ étant, en général, égale à F*/ ' , y d'après la notation que noii 

avons indiquée. Cette valeur dejj.ne doit renfertner qu'une fonctioi 
arbitraire distincte, 'et nous pourrons , en conséquence , donner à 1 
fonction ^{/ u une forme quelconque déterminée , mais telle que le dé 
veloppement supposé soit possible. £n considérant ^|/2/ comme indétei 
minée, npus parviendrons, à l'aide de l'équation différentielle donnée 
à établir: la loi q*iilie les quantités F> Vjs V„ ^c. £n effet» l'on d<^ 
évîdemm^t avoir : 
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^u , «1 &sant ncu == i , 

Jlf eCtons dans cette équation, au lieu de^|/«, u\u\ l'on remarquera que 

par cette substitution , V devient a V^t-V^, et retranchant ensuite de i'é- 

q«»tîon ainsi variée , l'équation (i) eHe-méme, multipliée par », l'on aura 

V • « ^— « V ^ -H ^ ^, = o , 
y suivant la notation que nous employons, 

^■{-^J + vK = o. (2). 

continuant d après le même procédé, si Ion varie Téquation (2) par 

la. substitution, de u^u à ^|/ 1^ , que i on prenne la différence de sa valeur 

dsLTiS ce nouvel état, à sa valeur précédente multipliée par u, et que 

l'on remarque que la substitution indiquée change V en uV -+- V et 

V^ en «^ K^ -f- V^^ ; 1 on aura . 

rY-^;-«r/-^;-Hr/-iJl;H-v..K,-.vK,H-v^',=o, 

OU , ce qui revient au même , 

r /-^; -H , r ^-îjy -H V K. = o. (j). 

Par la même marche, on obtiendra en général 

( «" y ( «"-«y ^^ i.i ( «""'y 

I-«s équations (i) » (i) » (j) • • • ^« M- i/^ doivent subsister quelle que 
*oît la forme que Ion donne k \u, et par conséquent avoir encore lieu 
forsqu on attribue à cette fonction une forme particulière. II suffira donc 
<le les vérifier au moyen de valeurs particulières des quantités V, V^, 
î^ &c. , qu'elles serviront ainsi à déterminer. 

ï^oUs ne nous arrêterons pas à faire remarquer l'analogie du procédé 
que nous suivons avec les procédés que fournit te calcul différcRMei 
pour divers développemens en séries. 

Cc2 



[5-] Proposons-nous quelques cas partîculîeis , et cfabarJ ëiippeMM>iiit 
que I équation étant entre trois variables 2 > x ,'y , les coèfficîens qui, 
ëans Féquation y j = o , multiplient j et ses différentielles partielles , 
renferment seulement la variable y; concevons encore que l^n ait fait 
sortir/ de la ibnctiôiï £lrbitraire contenue dans la partie de rihtégraie com- 
plète que nous considérons ^ en développant convenablement cette fonction 
qui alors ne renfermera plus que ia variable x ; nous poserons donc 

7=:K.7r x-t- V. —j—^-t' -. ^ . H ~r-— r-i H &c. 



^X 1.2 ' £/ X* I.2.J * rfx' 

K,. ?^^, V^^, . . . &c. devant se déduire des équations 

trK=±a (I) 

r'^-^^^vK, = o... (2) 

'■ (^-rJ^^f^J*'"'-^'' I')' 



>;. 



Faisons V == e*" W , la quantité à déterminer W étant seulement com- 
posée de/. Par la substitution de cette valeur,, on a 

; V ^ = ^'' v' (^^ «r; = o. 

Le terme général de l'expression ^'" y' (^et , ïPy étant 

/' y^ rt^a- _1_ÎL , 

forrqtie celui A^ ^ V ta 

dx' dy^ 





SiHvafit la règle énoncée précédemment, que Ion mette » V potir 

dans V^' qu'on retranche. du résultat x y F/ ou, ce qui revîear ^t 

âil même , qu on prenne le second terme du développement de y (x V^ 

étl^ttttra r (~-J f dom If terooe générai serai 

d\ i ' ^ dy 



■ 'j9- 
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ijumaûtê qui, Apvès la substitution de e" F* pour V, s« changent en 

«" ^ 5 » ' - ■ 4f- = '•' -^ /.fl^^ 

Trf^ signe 4/ indique que cette dîfFérentîelle , par rapport à «t, se prend 
en regardant W comme indépendant de cl. Ce que nous trouvons pour 
un terme quelconque de lexpresâpn \7 F a lieu pour tous, et nous 

se convaincra facilement qu'on trouverait de même 






, dans les équations (2), (3) . • • ^/î H^ i^, on suppose aussi 
aura de la même manière 

et en général F" ^-^^ = «" /' -^-^^ ■ 

Substituons ces différens résultats dans les équations (i), (2), (3) . . . 
C" -+- i), et elles deviendront, après avoir retire le facteur commun e*'t 

vV--. «7= o (»') 

''-^I^^VY-.B^^O (z') 






* I 



« 






L'^uation y^ (a.^ W) z=lo aux difFérentielIes. ordinaires donnera 
valeur de W, qui contiendra ia variable;^ et Findéterminée et. Si on diflGi 
rencie cette équation complètement par rapport à cl , et que I on observe 
que W ne s y trouvant qu au premier degré , pour la différencier rela- 
tivement à ïT, il suffit de mettre à la placé de cette quantité sa diffé- 
rentielle; on obtiendra 

m * 

et de même , on aurait pour la diâférentielle d'un ordre quelconque d 
cette même équation , 

Si Ton compare ces résultats avec les équations (2'), (3') . . . — 
(n -f- \')i ow verra qu'on satisfera à ces dernières en posant 






d a * Il d CL" ' /// d a} •••''- J «c 

ce qui , en efièt , les réduira à n'être que les différentielles successi 
par rapport à et de l'équation [i'). 
On aura donc 

dW „ .. d^W ,, .. JhW 



' ' d A * Il d ùL^ " a «e" 

et ainsi ion obtiendra 

tT>\ *M/TVr àW dTX l d^W d^TX I iPW 

^ '^ ^ d A d X 1.2 i/flt* i/x* " 1.2.3 ^* 




I • _ 



1.2.3.../I ^ «" a *" ^ 

L'équation y' ^ et, ïT^ = o aux différentielles ordinaires , qui doit <ï 
terminer ia quantité W', est généralement dé l'ordre m par rapport:: 
cette quantité, et donnera par conséquent m intégrales particulière* 
desquelles on tirera autant de valeurs distinctes de W. En les emplo 
successivement, on obtiendra m séries semblables à (B), dont 



à 
la 
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somme formera l'intégrale complète de la proposée renfermant m fonc- 
tioiis arbitraires. On peut observer aussi que ces séries ne seront pas 

infinies, lorsque l'on aura , , = o. 

Si ïoti différencie la valeur de i donnée par la série précédente , 
itiativement à x, on aura pour -j^ la valeur que prendrait z^ ^^ 

changeant B^ en et JF; pour i la valeur que prendrait i , en chan- 

géant dans la série (B), JF en et* V^ et ainsi de, suite» 
£n second lieu, si Ton différencie ^ par rapport à ou, Ion aura pour 

^ ia même valeur que celle que prendrait i, en changeant 'tt ;r en 

X TT X , pour i celle que prendrait j , en changeant ^ x en 

x^^x, &c. 

D'après la première de ces deux remarques, on peut facilement vé- 
rifier l'intégrale (B). La seconde va nous servir à prouver que Ion 
; peut donner une valein* déterminée à et, sans diminuer la généralité 
de l-ihtégrale. 

En effet, donnons à et, dans la série (B), la valeur déterminée û , et 
leprésentons par 2, ce que devient 2 lorsque Ion met à la place de à 
{Indéterminée ^j -t- «t , Ton aura 



C/ C-T^^^ «^ -T- ^^, ,.2 "^ i/«î t. 2.3 ^^ Ja* 1.2.3.4^^ ^ 

et, (Taprès ce que nous avons dit - plus haut , la valeur de z sera celle 
nséme de z donnée par la série (B), lorsqu'on change dans cette série 
^* en 



^ Af A •+- et ;if H H 1 7 -+- &c.y 

* i.x *-f*3 1.2.3.4 "^ 

Cette dernière expression n'étant pas plus générale que la fonaipn 
ubitraire ^ x qu'elle remplace , on voit que la valeur de z, ^"' ^^^^ 
tient l'indéterminée ii-Het-, n'of&e pas plus de généralité^^ que la valear 



de z ^^ contient la quantité déterminée a. Lorsqu'on attribue diSc- 
rentes valeurs à la quantité a-^a/ ou «t, l'on ne &it que varier lei 
formes dç la fonction ttx, qui, restant toujours arbitraire, doit êtr^ 
censée embrasser toutes les formes. Nous supposerons donc, en général j 
à et une valeur déterminée, teife toutefois qu'elle ne rende- infini aueu] 
des termes du développement. 

^ [6.] Pour donner un second exemple de fapplîcation de la mê 
méthode , supposons que les différens termes de l'équation V 2 —- 
soient de la fo/ifte 




k étant une quantité donnée en ^, et diffîfrente d'un terme à Taut 
Nous supposerons au développement la même forme que celle -qui 
a ^té attribuée au commencement de l'article précédent. On aura 
lement entre se» terme» Les équations désignéeiS par (0> (^)> (j)» * 

Faisons V zn ( p -^ ^^T^f ^ étant toujours une ionçtS^<^n 
dç/, par la soustractiQv de cette valeur, l'expression v K devient 
//> -Hf x^* . V f *, W)^ dont Je ternie jgénéral est 

(p **^ f-^y^* [^* f^' ^- ^~ ' • «t.— 2. ^—3 . . . ^c— ^-HiJ .■■ jy J- 

Si l'on prends selon Je procéd^é donné, le T •/^ — y, o» trouvera p^''^ 
la terEife général de cette eicpression , 

ou , en mettant pour F sa valeur 

rp-^gv — [AT. ^.•^. et. et— I . et— 2. ef^3 . . . ^<t— ^H-iy!/-y-r'-' J' 

■ * « 

te tjui peut èn^ mh sous la forme suivante , 

( p 

le 






f^^i:^A'«. vV*. r;. 
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J« signe A'« indique une différence finie prise par rapport à ce , et en 
x^gardant W comme indépendant de a : l'expression F. ^— — •) de* 
-V'iendi'a donc 

On trouverait de même qu'on peut représenter ^^f^^T~)> ^^f^ZT')* 
Zr^(-^) &c. respectivement par ^^"*"^;^"^' A'', y' ("*» »^^ 

Si, dans les équations (2), (3), (4) &c. , on suppose en outre 
^n aura de la même manière 

SuBstîtuons ces valeurs dans les équations (0» (^)» (j) • • • f^ ^^ ^J* 
Sî I on considère particulièrement la dernière , on aura , en divisant tout 

^ar le facteur commun '^ "^ ^/ — , 



1.2 
«.lî— I.W— 2 



A'«'-3.v7*-*-3.^,/ • • • -»-vY*' ï^J=o. 



1.2.3 

*-*tfquatîon V K= o se change, d'après ce qui a été dît précédemment, 
^^ ^/3tH- ^x/* y' ^cL, W)'=z o. Si Ion prend ia différence finie par 
**pport à X de Tordre m, de y' (^cc, JF^ = o , pour comparer le résultat 
^^^ec Téquatîon générale que i on vient de trouver ; en remarquant que 
*^nc se trouve qu'au premier degré dans vV^» ^)^ ^' qu'en consé- 
quence pour prendre les différences relatives à W considérée comme 
XIV.' Cahier. Dd 
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fonction de <t, il suffit de remplacer cette quantité par ses différence! 

■ 

Ton aura 

A'r^ vY*H- 2,A^B9 



n,ri — I 



1.2 

n.n — F.n — 2 



AV~^vY^-+-3vA'^»^y^----^-vY^.A^T>'=< 



1.2.3 

Pour que la première des deux équations que nous comparons so 
identique avec la seconde , il faut que 



Il ^ ' fff 



Ces résultats ayant lieu quel que soit // , satisferont évidemment au 
équations (2), (3) &c. ; on en déduira 

• • • r _ ■ I _ *"A (L "^ 9 ' 

et Ton aura par conséquent, 

(0 s=:r/-+WY'^^^+-£^^''^- ^-^"'*!"' ?r --^ 



^ l/x q^ 1.2 

L'équation vY^» ^^ = o> qui ne contient que la variable îndépe 
dante ^, et qui doit déterminer IF, donnera généralement m vale« 
distinctes pour cette quantité. En les employant successivement , 
obtiendra m séries semblables à (C), dont la somme formera l'intégra 
complète de la proposée. 

Pour prendre la différentielle de Tordre / , de la quantité 2 , par rapp^ 
k X, il suffit de changer dans la série (C) , ï^ en (et. et — i . et — 2 . 
et — / -h i^ IF", et de remplacer le facteur commun (p -+- ^x)* I 

Pour prendre fa différence finie de l'ordre / , de la même quantité 
par rapport à et, il suffit de mettre dans (C) pour 7rx,^-^^A-— i/^2?i 
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A Faîde de cette dernière remarque, on démontrera, par un procédé 
i'peu-près semblable à celui que nous avons employé à la fin de larticie 
précédent , que Ion peut donner à oc dans l'intégrale (c) une valeur dé- 
terminée, sans diminuer la généralité de cette intégrale. 

[7.] CoNSiDJÉRONS de nouveau Téquatîon traitée dans larticie (5), 
et supposons quelle soit à coèfficîens con st an s ; l'équation y' (<l;W)zzz o 
que Ton a, À résoudre pour déterrniner ' B^, sei*a également à coèfficiens 
constans , et donnera , pour une valeur particulière , 

j8 étant une fonction de et déterminée par l'équation y' (du, /3J ±r o , 
dont le terme général est K ct^ (i^. Lorsque cette équation présentera 
un facteur du premier degré en et et j8, tel que l'on ait 

ûflt-HAi8-4-c = Ot 
Ton trouvera 



et par conséquent 






a* IV , ^ a' y' — r . 



le développement fBJ devient alors 



V — ^ ( b dx i.i.b* dx* i.2.3.*> dxi ' y 



OU 



On peut dansi. cette valeur de 1 faire et nulle sans diminuer sa géné« 
railité, et par conséquent obtenir 



'/ 



2 = ^ ^ ^ (hx — ay). 

On aura autant de semblables valeurs de 2 que l'équation y (^ct,/3^ =0, 
donnera de facteurs du premier degré en et et ^. Si cette équation est 

Dda 
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entièrement décomposable en de semblables facteurs, on aura m valeurs 
de z analogues' à la précédente, et leur somme sera l'intégrale com- 
plète en termes. finis de la proposée. 

Il peut arriver que b soit nulle dans Téquatîon a<L -H^/S -h r' i= oj 

alors et = — —, et sous le signe de fonctions x s'évanouît près 
de la quantité Infinie — ^ , la fonction arbitraire ne renferme piu$ 

que y , la quantité e'^^ — ï — reste indéterminée, le coèmcîent de / 



devenant = — , et peut être censée comprise dans la fonction. D'après 
ces modifications , la valeuç/de i deviendra dans ce cas 



t M 



2= ^ - ^ (y)^ 

et telle sera la forme de quelques parties de l'intégrale complète, lorsque 
l'équation "^^ (du^fi) z= o, supposée décomposable en facteurs du pre- 
mier degré , ne sera pas du degré m par rapport à /3. 

Si l'équation y' (a., /SJz=:o ne présente que quelques facteurs du pre- 
mier degré en ce et yS , on aura l'intégrale complète en termes finis par 
rapport à quelques-unes des fonctions qu'elle doit contenir , et en termes 
infinis par rapport aux autres. 

En général, l'équation ^^^ (<L^(i) z=z o ne sera pas décomposable en 
facteurs , et l'intégrale complète de la proposée sera en termes infinis 
par rapport à toutes les fonctions arbitraires qu'elle doit contenir. 
Cependant , si Ton remarque l'analogie que présente la formule 

dùL dx 1.2 dùL* dx^ 1.2.3 ^* ^^ 



avec le développement de/(^x-H i), on pourra la représenter par M.^ 
symbole suivant. 



.s / , dW \ 



en convenaijt quaprès avoir développé la fçnction ^ selon les p 
sances entières et positives de . , on changerajes exposans dé 



.^ -c ujirérencîatîon ; aînd , par exemple, -^^ deviendra -^ , 

et — TT- deviendra , , , ou W. 

On pourrait encore représenter ia même formule par e^"" (W), (W) indi- 
^ vant ce que devient W, lorsque ion y met pour cl , et H ^ — , en 



dx 

oonvenant également de développer (W) suivant les puissances entières 

d TT X 

positives de — ^ — , et de changer ensuite les exposans de d.Tcx 

indice de diflféren dation. 
I-es géomètres ont déjà employé des symboles de même genre potir 
iridiquer plusieurs séries données par le calcul aux différences finies. 

Ils' ont représenté , par exemple , la difFérencSe finie A u par e*^* — i , 
^c la même condition de changer dans ie développement les expo- 

en indices de différenciation. ^ 

-Au reste, nous remarquerons que, d'après l'analogie de la formule (A) 
^^ Tarticle [4] , avec le développement de f(x H- i) , toutes les inté- 
grales qu'on peut dériver de cette formule doivent être susceptibles 
^^ 3'exprimer par des symboles analogues à ceux que nous. venons 
«^indiquer. 

îr£3.] Reprenons encore féquation traitée dans farticle [6], et 
*^pposons que son terme général soit 

^. étant une constante; féquation ^' ((L^W)z=z o qui doit déterminer 
^^^ sera satisfaite en faisant 

^ Quantité /3 devra être déterminée en et par l'équation jj' (<Lj ^) '=z o . 
^î a pour terme général , 

• et. fit— I. fit — 2 (^ct— ^^-i^.)3.)8— 1-/3— 2.....(73— ^-4--i/^./^. 

• plus souvent cette équation , comme celle qui lui correspond dans 
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l'article précédent, ne sera pas décomposable en facteurs du premier 
degré. La formule (C) conserve alors sa forme infinie , 



î=ï> -»- q*}^(Witx H- 



qx ^„ dir. 



A.r. 



dx 



dx* 



{p-^qxp A». JP di-TX -, 



î* 



1.2 



î' 



1.2.3 '''^' 



mais on pourra la représenter d'une manière finie par fe symbole 



Z=fp'h^xJ* -Trfx 



f« 



.,î 



A. r; . 



ea convenant quaprès le développement de la fonction , les exposans 
de A« 0^, seront changés en indices de différences. 

Dans le cas où l'équation vY^ > f^J ^=^ ^ » présente un facteur du 

premier degré en et et j8 , tel que Ion ait 

■« 

aa, ■+- A/8 
ir devient 



o, 



r=Y/-Hf>; 



Cd*^0 



et ainsi Ton a 



la formule (CJ devient donc, 






i]"; 



(**-^0 



1=6'-+- 1*)' (p' -^ l'y) 



[rrx 



(p-^qx) 







î'v 



'-0 



dfX 



^ 



et peut être mise sous la forme 
Z={p-h qx)''(p' -H qy) * -rv \ 



[(p-^ù) * - 13 1 



ou en faisant et z=z o, et négligeant sous le signe de fonction w :^es 
constantes qui n'affectent pas les variables 

Z=:(p'^ 4yn <fP H- q^/ (p •+• Y/;-"]? 
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on pourra obtenir autant de semblables valeurs de, 2 que réquation 
V'^ct^ /aj z= o, présentera de facteurs du premier degré en ce et /3. 
Si elle est entièrement décomposable en facteurs de ce genre , on aura 
l'intégrale générale complète de la proposée. 

Supposons, pour donner un exemple simple, que le terme général de 
Téquation quon se propose d'intégrer, soit 

g-^h.g-^h — t.g-^h—2. g+ f. ^^ z d^^ii 

1,2.3 * dx^ dy* ' 

g/'+' h étant toujours égale k m, àt manière que Téquation proposée 
ne contienne que les coèfficiens différentiels de Tordre le plus . élevé. 
Dans le cas actuel, p et p sont nulles; q et / égales à un, et Téqua- 
tîon V V^ » /^y = o > ^ po"r terme général , 

-2 ° 7-^ .a.a— i.A— 2 flt— ^-i-l.iS.jô— i.iS— 2 )S— A-+-I. 

En faisant usage de la notation qu'emploie Vaiidermonde pour représenter 
les puissances du second onfre, ou produits tels que 

p > p — I . p •— • 2 •..•/! ^ // + I , 

Téquation j^' (<l^ (i) z=. o pourra être mise sous la forme 

H"-t-/;/M— [/3] ■ -H^[<t]'"-[^]--f- "'-7-;;^-^ M'^-^[/3] + &c.=o. 

ou plus simplement sous la forme suivante^ 

[-, -H /3f = o , 
équation qui est satisfaite par la relation suivante entre <t et /3 , 

A H- ^ — / = o, 
î pouvant recevoir une quelconque des valeurs ' ". 

0,1,2,3 .... m — I. • • 

La somme des valeurs particulières que Ton obtient en employant suc- 
cessivement les m relations différentes qui peuvent exister entre cl et /i, 
donnera l'intégrale complète ' 

■ 
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*7r, TTi , TT^f TT ..... TT^^; désignant des fonctions arbitraires différentes. 
Lorsque m z=z 2 , on a l'intégrale connue 



z^^-^^yj -^J^'-^^ff)' 



de l'équation du second ordre 



. ''*î _i_ , „.. '^*Z ^..t '^l 



[p.] Par la combinaison des procédés que nous* avons employés 
dans les deux derniers articles , on pourrait arriver à de semblables ré- 
sultats pour l'équation à différentielles partielles du premier degré dont 
le terme général serait 

K étant constante; 

Nous ne nous occuperons pas de ce calcul; et il nous suffira de 
remarquer qu'en changeant p -{- qx en ^', on ramènerait cette équa- 
tion à n'avoir que des coèfficiens constans. Il en serait de même de 
celle traitée dans l'article précédent» en y changeant p -^ qx tn e^' et 
p' -+• q' y en e^\ 

Nous ferons observer encore que dans le calcul des équations diffé- 
rentielles à deux variables , on n'a de méthodes générales pour intégrer 
les équations du premier degré d'un ordre quelconque , que lorsque 
tous les termes n'ont que des coèfficiens constans , ou sont de la forme 

^ (p-\- q x)^. —^ : cas analogues à ceux que nous venons de traitecrr 



pour les équations différentielles partielles à trois variables. 

On peut aussi étendre aux équations entre un plus grand nomb 
de variables les recherches précédentes , en y introduisant les modî 
cations convenables. Si, par exemple, l'équation proposée était ent 
quatre variables, il faudrait employer à la place de la formule (A) 
l'article [4] une autre formule présentant le développement de l'intégrât^ 

suîv. 
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suivant les ordres différentiels pris par rapport à u et u^ de la fonction 
arbitraire de deux quantités- tt fu, uj. 

Mais avant de nous occuper des équations à plus de trois variables , 
nous allons chercher à confirmer les résultats auxquels nous sommes 
parvenus, en les retrouvant par des procédés tout -à- fait différens, et 
qui pourrçnt donner lieu à quelques remarques importantes. 

» 
[10.] Soit Téquation différentielle partielle de Tordre m et du 

premier degré. 

On sait que si i zn V vérifie cette équation , et que « désigne une 
quantité indéterminée contenue dans V , mais qui n'entre pas d^ns 

tes coèfficiens de y 2 ^ ^ > cette équation sera encore vérifiée par 

tt V 
^m ^ j n * ^ étant un nombre quelconque , et A une constante 

% 

qui peut être fonction de « ; de plus , on la vérifiera également en 

pienant la somme d'un nombre quelconque d'expressions semblables. 

Lorsque les coèfficiens de l'équation proposée ne contiennent pas 
iune des variables indépendantes , on peut opérer par rapport à cette 
niable comme par rapport à c# ; mais la quantité A étant assujettie i 
rfeineurer constante, ne pourra pas la contenir. 

Maintenant , sltipposons que l'équation ^ç 1-=! o soit à coèffident 
instant , et entre les variables x, y eiix on peut la vérifier en prenant 

. ^ 7=: e'^'-^^^. 



con- 



*^5 dfeux quantités et et ^ sont liées entre elles par l'équation de < 
^^ÎQn y' ^cL, ^) = o , la même que celle que nous avons^ désignée 
^''ïsi dans 1 article [7], et semblable à celle que l'on obtiendrait entre i 

*3^ ■ et ~- , si l'on changeait dans y ^ = ô les indices de différen- 

^^îon en exposans de puissances; l'équation v' T*» f^J ^^^ ^ donne la 
^«dir rfe ^ en et qui reste indéterminée: L'on peut donc différencier 

^'*''>ressîon z = e*'*'^^^ pat rapport à ot, un nombre indéfini de fois. 
XIV.' Cahier. Ee 
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En représentant e -^ par IF, la somme de ces diâPérentielfes'; multipli 
chacune par une constante, sera 



da ^ da?- ^ , . da^ 



dùL da' 

aet 

E X* r H- &c. 



Si l'on représente par U la quantité 

A -{- B X -+- C x^ -{- Dxi -t- Ex* -t- &c. , 

la valeur précédente de 2 deviendra 

/u\ ^a. r TKT i^f . dW du ^ i d-W d^ U I ^1 ir rfi 

\^) l ^ L^ ^ ^+^ ^^ £/x ^^1.2 rfV dx^ 1.2,3 d a,i ^1^ 

\ d^ W dé U en 

&c. ] ; - -^ 




1 .2.3.4 rf «♦ ^^ ^^ 
%n changeant dians cette» expression £/en •n'A?, on ti^ouvera? 

^'^ L dôL d n 1.2 ^rt* ^ X* 1.2.3 ^*' ^*' 




occ. J , 



• " • 



1 .2.3.4 • ^ «* rf x^ 

formule qui est celle même qu'on a obtenue article [7] • on pept 
vérifier à posteriori , et justifier ainsi fa substitution de la fbnttion artSfe- '" 
traire -ttx, à la place de la fonction analytique U7 - 

En considérant la première de ces deux séries , on aura autant 
pressions semblables que l'équation y^ (cCy /S^zn o dbrtnera'dp vàleûJ 
<Jt5 /3 en eu Si-cette équation esti dyx degué. tm par rapport^. /8>. on aniif"'''^ 
vu\ nombre m de séries , dont la somme formera fintégrale de I-équadh^^^^^^ 
\j 2 =;; o complétée avec m fonctions^ U , £/^, £/^ , &c. , arbitraiires ». ipai 



j 
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^j^ujctties à la condition de pouvoir êxre représentées par le déveiop- 
peinent analytique 



A ^ Bx -^ C 



Dx^ -h Ex^ -h- &c. 



Uintégrale ainsi complétée n est évidemment que la transformation de 
la somme d'un nombre infini de termes , tels qlie 

en donnant à // toutes les valeurs positives entières, et à ^ successive- 
ment les m va/eurs qu elle peut recevoir en (t. "*• 

Si Ton indique par le signe v^ la somme de tous ces termes , le 
théorème suivant résulte des remarques précédentes. 

Lorsque 2 ^st déterminée par une équation y i zz: o différentielle 
partielle à coèfficiens constans , toute proposition vraie pour la valeur 

• - ... 

est vraie pour l'intégrale de l'équation y j =: o complétée avec des 
fonctions arbitraires , telles que 6/, i/ , £/^ , &c. 

[il.] Admettons de plus qu'une proposition démontrée , en donr 
liant à 1 iâ valeur 

le soit encore , en supposant que , pour les valeurs de la variaMe x , 
comprises entre A et A', ion puisse faire abstraction d'une partie des 
termes renfermés sous le signe S , ou changer à volonté les constantes qui 
tes aflect^iU; que Ton puisse en agir de même a 1 égard d'une autre partie 
des mêmes termes, pour les valeurs de x compHses entré A' et a'-, et 
ainsi de suite. On vpit que dans ce cas les fonctions U , £/ , U^^, &c. 
changeront de forme en passant des premières valeurs de x aux secondes, 

• • . ■ ^ ■ 

di^ celles-ci -aux suivantes, &c. 

Ceci posé , quelle que soit la fonction ^ x , entièrement arbitraire , 
dîscontiaue ^ &c. , qui, mise à la place de U , donne à l'intégrale de la 

t E e 2 
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proposée toute la généralisé quelle comporte, on peut toujours, et par 
des moyens connus , déterminer la fonction analytique U , de manière 
quelle donne les mêmes valeurs que tt x pour autant de valeurs com- 
munes de ;c , et aussi rapprochées que Ton voudra , comprises entre 
A et a'. En outre , changeant la forme de **£/, comme nous supposons 
qu'il est permis de le faire , on peut opérer de la même manière pour 
les valeurs de .v comprises entre a' et a", &c. On voit que Ton peut 
exprimer ainsi dans toute son étendue, et avec un aussi grand degré de 
précision quon le jugera convenable, la fonction ttat à laide de £/; et 
il paraît en résulter que ce qui se démontre pour l'intégrale complétée 
avec la fonction U , peut s'appliquer au cas où l'on emploierait Trx (*). 
On est donc conduit par ces considérations à conclure que si uile 
proposition est vraie pour la valeur 



, = ^^^i:^;. 



en admettant toujours les conditions que nous supposons dans le com- 
mencement de cet article , cette même proposition est vraie pour i'in- 
tégrale de l'équation y^ i-zzz o ^ complétée avec des fonctions entière- 
ment arbitraires. 

Ce théorème a déjà été énoncé, mais sans démonstration, à la fin 
d'un Mémoire de M. Biot, •sur les équations différentielles partielles, 
imprimé dans les recueils de l'Institut, pour l'an XL 

La somme d'un nombre infini de termes, tels que , 



d & d A* d a^ d a^ 

peut être remplacée par la sojnme d'un nombre infini de termes ci 
férens , tels que 

et , /3 ; ct^ , /3^ ; ct^^ , /3^^ &c. étant toujours liées entre elles par l'équ 



{*) C'est ainsi, dans la géométrie, que ce qui se démontre pour un polygone d'un no^»"*^ 
indéfini de côtés, inscrit à une courbe^ se trouve démontré pour |a courbe eUe-raêmc. 
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j^^WMÎtîon A' (cl, (è)-=ic , cl a, a.^, a^ &l. représentant des valeurs 



ji^iconques attributîes à 




I; 



pour s'en convaincre, il suffit de mettre à la place de a.', et -+-6; i 
place de <L^^, * — h ô, , &c. et de d(îvelopper suivant les puissances de 
9 ô , 9, &t:. , on retrouvera la somme (m) . en changeant convenable- 
ment les constantes. 

Celle dernière somme peut encore recevoir une autre forme assez reniar- 
oLiable. En effet, <pet désignant une fonction arbitraire de a., supposons 
A:=z/<p<tJa., S=-'ffq>AdcL\ C=fff<^oL^<L', D=z—ffff<paiJA.-^. &.c. 
ce qui peut se faire sans diminuer la gctteValité des constantes A, B, C, 
D Sec. , l'expression fmj deviendra 

— ^^-j- //// <? «, ^ ^+ -H &c. 
et pourra être mise sous ja forme simple 

expression que M. Lacroix a fait connaître, mais sans dcterinlner la gé- 

n«5i-ali[c qu'elle comporte. Les expressions (ti^ et (pj ne sont que des 

transformations de l'expression {mj; et si iedhcorème établi préccde/n- 

meiu est regardé tomme vrai, en considérant cette dernière, il l'est 

également en considérant les deux autres. 

^1 Ce théorème est très-important sur-tout pour l'application de l'analyse 

^Hjjk la physique , où l'on rencontre souvent des équations différentielles 

^^"parlielles du premier degré à coèfficiens constans , et non susceptibles, 

pour la plupart, de recevoir une intégrale en termes finis. 

En l'admciiant , on voit , par exempre , que Daniel Beniotiilli, dans la 
discussion relative au problème des cordes vibrantes, pouvait démontrer, 
à l'aide de l'expression donnée par Tayior, 

l = A sin. f-^J COS. f^J -H B si,,. C^J cos. ("^J 
-H D siii. Aî-^ COS. f'^J -+- &■:. 
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toutes I-es pfopQsitÎQjaç (Ji^niJaiites de cette jquastion de mécanique, 
aussi complètement qu £uler la fait, en employant -fit modifiant, d'apjsès 
içs çirjconstances dy problème^ Pintégraie générale de Téquaiion 



Â^ 



^z 



qui représente Je mouvement de la corde vibrante. 



. • t . 



[li.] Passons njawenanît à la <:onsidération des équations. à plus 

A. 

de trois variables, et supposojis que j, x, / et rentrent dans Téquation 
^ 7ZZZO k coèfficiens constans et de Tordre m : on y satisfera en posant 

if s trçi^ quantités et , jS^ y sojit liées centre elles par J'iéquatien de can» 
dition -"'■ 

la même que celle qu'on obtiendrait entre —r^, — r^, —r^f en chan- 
jeant dans y ^ zrz o les indices de diiïiérçnci^ipn eu eixpqçans dç 

* puissantes. Par ce changeraem,; ^ ^yà} ' deviendrait ^V* j/ • "^ • 

et dfe môme 2 == ^ 2 deviendrait di° z=. i . 'Pair la suite , riôus rej>résen-^ 
terons t'équatiôn ^ i:=z<y ainsi transfontiée , pai* y' ^ =i o . « 

L'équation y' ^a, /3, y)"=zt o donne là valeur de y en du ti fi qui 
restent' indéterminées ; nous pouvons donc dîfTérèncrer Texpressioa 
t 2=^ e^^'-^h^>^ ^ un nombre indéfmi de fois par rapport A <t et ^. En 
représenmnt ^^^ par W , la somme de ces différentielles j tnUltîpfîéés 

chacune par une constante, sera * ' * , 

* . . ■ 

" - l ' . ■ ' • j ♦• 



»* 
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Heprésentons par V la quantité 



B X -^ C x^ - 


t- i) X» -H £ A-* -H «ce. 


B^y'-^ C,xy H 


H D^x'^y -\^ E^x^y-\- &c. 


-^ C„f H 


h Z)„x/ H- £/yH- &c. 


H 


H.Z>,,;" -^^^.//-+- &<^ 


V 


•+■ ^„„ ^ -*- &<^- 




H- &c. 



dcL dx \ .2. dûL^ d CL 

i< d-W d^U 
1 . 2 dad^ dx dy 
. I £/'r £/* t/ 
l.2dfi>^ dy^ 



1.2.3 ^ '*' 


//x' 


3;. rf» ir 


rf»t/ 


1.2.3 dtt'à^ 


dx*dy 


} rf. r 


d^ U 


1.2.3 '^«'//^" 


dx dy^ 


I J'ir 


rf» U 



X-a valeur précédente de 2 ^^lort deviendra 

h&c. 
h-&c. 

i-5^C 

.. Ew dhà^geanf d/ en fonctîort ehtîèreWfent arbitraire ^ (x, y) , oH 

T.; . . dWd,if(xY) I d^WJ'it/xy) ' I rfîU^'JVxA^/ ' 

dWd.'^(xy) ^ 2 d^W d^T(xy) ^^ 3 d^ W d^r(^^l.,^^^ 
'^ dfi dy l.2dùuifi dx dy i.z.-jdoL^d^ dx^y 

l,2dfi^ dy"^ i.2.'idùid^* dx^dy .: , 

—il. -_^— _ . >î i \ t, -■ 

- - :.: ^ "-1.^:3 d^^ d y^ 

que Ion aurait trouvée directement en appliquant aux équations du 
premier degré à quatre variables les procédés que nous avons employés 
pour les équations à trois variables, aitîdes [5] et [7]; mais, d'après 
la marche que nous venons dé suivre pour y parvenir, la substitution 
de la fonction entièrement arbitraire tc (ji, y) k la fonction analytique 
V doit être justifiééC, en vcrifiâCn^ tJ" /70irmor/ l'intégrale (^J- 



î.'w 
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Cette vérification deviendra facile , si Ton remarque que l'on a la 
valeur de -^ en changeant dans l'intégrale (B" ) JT çn ùl IF, celle 

de .^ en changeant W tn /3 VT, et géoéralemént celle de ^-rjï' ^^ 

changeant W en et' /3'' I^. Les différentielles de i relatives à t sont faciles 
à obtenir; car cette dernière variable n'entre ^quç dans W z=:e^^. L'équa- 
tion \7 1 rzz o f aprcs qu'on y aura porté ces valeurs des coèfficiens dîf- 
férentiels, prendra la forme qu'offrirait le développement ( B' ) , si Ton 
changeait W en IT x y' /et, (i,y), et §er3. par conséquent vérifiée, 
puisqu ainsi qu'on l'a vu plus haut, les quantités et , /3 , 7 sont telles 
que l'on a v' {^^ (i, yj ^=z o. 

Nous remarquerons encore que Ton peut dans cette intégrale faire 
<t =z 6 et jB z= o sans en diminuer la généralité ; c'est ce qui se dé- 
montre aisément, comme nous l'avons fait pour l'intégrale {BJ de l'ar- 
ticle [7]. 

On aura autant de séries pareilles à (B'J que l'équation y' ^<t, /3, yjzizo 
présenter^ de valeurs différentes de y en fi et çt. Supposons que l'pn en 
obtienne un nombre a^, et la somme des m séries qui en résulteront 
donnera l'intégrale de la proposée. 

Si l'on tire de l'équation vY^» l^^yj^ ^ ^^ facteur du premier 
<ïegré, tel que 

/?<t -f- ^^ -+• cy -+-/=r o, 

on trouvera 

» 

dûL, c d (5 c 

ê 

et en générai ' ' 



d^^^' W .' éb^'t^'^'^'V 



et la série (B^) prendra la forme 



9 






/- a b ' \ 



Soit , par exempte , l'équation 

d x' dy^ d i' 

qui se présente dans la théorie des fluides et des attractions des sphé- 
xoïdes. L'équation •^' (<L,li,y) ■==. o, correspondante, est 

a.= -f- 3' -4- V' ::= o; 
faisons 

ï^-_ //('—*' — 4"; ^ __ ^— Vf— «.'-jîv 

et l'intégrale complète pourra être représentée par 

/ dW dW \ / dW, dW \ 

elle pourra l'être encore par 

Dans le développement de la première expression , les exposans 

àW dW dW, dW. . . ,, . , . . . 
-T — , - .. - , — -, — , — TT" ; dans le développement de la seconde, I 

d^ ^ d^ ' da. d^ rr ^ 

exposans de d. — ^' — , d . — A- — . doivent être changés en indic-^^^ 
De plus, dans l'une et l'autre expression et et /3 sont supposées null^^ 
ou devoir être annullées , après que les différenciations qui se rapport ^^-. 
à ces quantités , auront été effectuées. 
Heprenons la série {h'J , 

,-. r, rf^rftr " I rf' r rf» Lf I d^w d' u 

• ' /'Vir i^ ■ _a_.^»^ d' u i d* u , 




AN ALTit, 
dans laquelle U représente une fonction a_ 
dcveloppc'e selon les puissances entières ei y^r 

On peut substituer à cette série la somme = 
que la transformation , 

(m)f.AJ- 



']uamitcs , 



■)■ 



leur nombre 
l^te de la 



i^rinée de tous les termes que l'on obtient en ■! 
^Va/cufs ditFcreiites entières et positives , et à v mj^-^ 'raie 

f^leuys qu'elle doit recevoir en * et /3. ^^ 

X.a somme (m') peut elle-mt-me être remplacée par i,i i 

(n)f.Ae'''' + <^>^>', 
les quantités cl, /S, y. restant toujours liées entre elles par l'équation 
■^^ ^a., /3, y) =: o; mais pouvant d'ailleurs recevoir une infinitu de 
valeurs différentes : elle peut l'être encore par l'expression 

ns laquelle l'une des intégrales est prise par rapport à «l , et l'autre 
M" rapport à Q , après que l'on a mis pour y une de ses valeurs en 
et (S, tirée de l'équation y' ['se, fi , y) z= o. 
la légitimité de ces transformations s.e démontre de la mcme tna- 
;èxe que nous l'avons fait pour des transformations analogues dans 
ide[ii]. 
lorsqu'une proposition est vraie en supposant i égale à l'une des 
ifessions (m ) , (n) ou (p) . elle le sera évidemment pour l'inicgraie 
féquaiionv ^ r= o , complétée avec des fonctions arbitraires telles 
le V. 

Si pour le cas des équations à trois variables , le théorème précé- 
ient peut itre étendu à l'intégrale complétée a-vec des fonctions en- 
îcremcnt arbitraires, les marnes considérations conduiront à legéné- 
aUser jii i i>our les équations à quatre variables. 

TE iiL-rches précédentes peuvent s'appliquer sans 

Ff2 




I 
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difficulté aux équations du premier degré de Tordre w et à coèfficiens 
constatis. En effet, supposons que y j izi o , renferme les n variables 
Zp X, y ,t s ; on pourra satisfaire à cette équation par une expres- 
sion exponentielle, telle que celles que nous avons employées dans 
les articles précédens; les indéterminées ct,/3,y.,....ô qui entreront 
dans cette expression , seront liées entre elles par une équation 

vY^>/3>r ô;z=o, 

algébrique du degré m , la mcme que Téquation y' j =: o , qu'on 

obtiendrait entre -^ , -j^ , -j^ -^ » en changeant dans y j 

les indices de différenciation en exposans. 

La somme des différentielles par rapport à et, /3, y, &c. de cette 
quantité exponentielle, multipliées chacune par 'une constante, pourra 
être mise sous une forme analogue à celles des séries (b) et (b'). A la 
place de la fonction arbitraire analytique qui s y trouvera comprise, on 
pourra mettre une fonction tout-à-fait arbitraire 7rfx,y, t...), et 
justifier cette substitution en vérifiant l'intégrale a posteriori , comme 
nous lavons fait dans l'article précédent. Si l'on suppose W =z e^' , et 
qu'à la place de ô on ait mis sa valeur en et, /3, y, &c. tirée de 
l'équation vY**'» /^» ^ ' • '^) * on trouvera que l'intégrale dont il s'agit 
a pour terme général, 

^ I j,*i>*i-^ W d"^''''^i""*'"jr(x ,y, t ) 

i.2.3.../.i.2.3./'.i.2.3.../".&c. da\dP>^'.dy^" ôiQ. dx' . d/' . d't"T&I. * 

On peut remarquer aussi , en général , que lorsque l'équation 

V (^> (^9 y J =z o , présentera un facteur du premier degré , 

tel que 

a CL -+- b (i -+- ry "^ f^ '+"^=^ o> 

ou , ce qui revient au même, lorsque l'équation y'j; =^ ^ donnera 
un facteur semblable du premier degré 

"^ dx ^^77 ^^-^r ^J-dT^^—^' 

f équation y j =:: o pourra être satisfaite par l'expression suivante 
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jr^nfermant une fonction arbitraire de n — 2 quantités , 

l=^e T ^ (fx — as, fy--hs, ft — cs ). 

n aura autant d'expressions semblables que l'équation T^'(<L,^,y...^)'=zo^ 
:ii y' 2 = o » présentera de facteurs du premier degré. Si leur nombre 
sxm , la somme de ces expressions donnera l'intégrale complète de la 
voposée en termes finis. 

Ainsi l'on est conduit à ce résultat remarquable : l'intégrale générale 

^ une équation différentielle partielle du premier degré à coefficient 

nstans et entre /; variables , contiendra , sous forme finie , autant de 

notions arbitraires de // — 2 quantités qu'il se trouvera de facteurs du 

j^JHT-emier degré par rapport aux différentielles première^ partielles de la 

iable principale, dans Téquation qu'on obtiendra en changeant en 

sans les indices de différenciation de l'équation donnée. 

Il faudrait de plus déoiontrer que les autres fonctions arbitraires qui 

îyent compléter l'intégrale générale , ne peuvent y entrer sous forme 

foie» c'est-à-dire d'une manière algébrique, ou engagées sous un nombre 

<Ï.^JeIconque fini de signes de différenciation ou d'intégration pris seule-^ 

<nt par rapport aux variables indépendantes de l'équation , ou par 

pport à des quantités composées de ces variables d'une manière donnée. 

Ji peut parvenir à cette démonstration , en s'aidant de ce que nous 

^"V-ons exposé dans les articles [i], [4]f [5] et [7]; mais cette recherche 

trop longue pour trouver place ici, et nous écarterait trop de l'objet 

r de ce mémoire. 




[14-] Jusqu'ici nous avons supposé que les équations à dîfféren- 
ti^les partielles du premier degré à coèfficiens constans dont nous nous 
sommes occupés, renfermaient dans tous leurs termes la variable prîn- 
^pale 2 ou ses différentielles partielles ; mais avant d'appliquer les 
intégrales définies aux séries que nous avons trouvées, il nous reste à 
''^ter les équation* qui, de plus, contiendraient un terme non affecté 
^c la variable principale, et formé seulement de variables indépendantes. 



r 
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Nous alions , préliminaîrement à cette recherche , exposer encore une 
manière différente de considérer les équations à côèfficiens constans, et 
par- là nous serons conduits à des méthodes faciles pour résoudre le 
nouveau problème qui doit nous occuper. 
Soient les deux expressions différentielles, 



A et B étant des constantes ; que Ion mette dans ia première , à la place 
de la variable z, la seconde de ces expressions , on aura 



AB -^ 



^«H-»«7 



dx" dy 

On serait arrivé au même résultat, si, après avoir changé dans ies ex- 
pressions différentielles données, les indices de différenciation de di en 
exposans de puissances , on eût multiplié ces deux expressions l'une par 
l'autre, et que dans le produit fon eût établi en indices les exposans 
deu/j. • 

En généralisant ce procédé, on voit que si l'on a deux expressions 
différentielles <^2, J\, 2 du premier degré à côèfficiens constans, et ren- 
fermant la même variable principale; et que l'on mette dans J^2 à la 
place de j l'expression J\, 1, le résultat que nous représentons par S^^^^Z^ 
sera le même que celui qu'on aurait obtenu en multipliant ies deux ex- 
pressions données, et traitant les indices de différenciation comme des 
exposans de puissances. 

Réciproquement l'expression différentielle du premier degré à coèffi-* 
ciens constans y z , après que l'on a changé en exposans lés indices de 
différenciation qui affectent d z » étant représentée par ^7' z » ^^ ^^^^^ 
dernière expression peut être mise sous la forme de produit, tel que 

J^'2et<^', jdésignantdes fonctions rationnelles et sans diviseurs variable* 
ue — — , -—^ &c, , on aura 

d^ dy ' il 



I 
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T e^ signes J^, J^, indiquent ce que deviennent les expressions J^' j et S^\i 
j ^^quon y change les exposans en indices de différenciation. 
Soit l'équation de iordre m 

V 2 = o, 

j'^rtuation correspondante t;^^ i=zo sera du degré algébrique m; et 
on P^"^ ^^ concevoir composée' du produit de m facteurs, dont chacun 

danne une valeur de la différentielle -^ par exemple, exprimée par 

oae série finie ou infinie de termes contenant des puissances entières 

et positives des autres différentielles -—- , -^ , -^-- , &c. 

Si Ton désigne par 

Kz^ J^'.z, <^'.^, s^\z K^,z 

ces diâFérens facteurs, on aura 

Qj4e Ion représente aussi par J^, J^, , J^^ , . . . J^„_, les formes que 
prennent ces facteurs quand on y change les exposans en indices de 
difi<^rencktion , on trouvera 

(a) VZ = <^- ^.- <^a- J^3 J^_.2=o. 

s cette équation on peut faire occuper une place quelconque à chacun 
signes J^. , J^, , S^^ &c. , de même que dans le produit ^7' j- On peut 
vaxîer à volonté Tordre des facteurs dont on le connaît composé. 

Un facteur quelconque S^\ 2» ^g^^^ à zéro, rend nul le produit ^' z; 
d^ même aussi, en posant 

on satisfait à y 2 ^^ ^ > ^^ ^'^^ P^^'t déduire une valeur de z qui vérifie 
cette dernière équation. 

Ces remarques confirment encore l'analogie parfaite qui existe entre 
fcs équations différentielles du premier eiegré à coèlîiciens constans, et 

les équations algébriques, et en général entre les opérations du calcul 

^flfcrentiel et celles de l'algèbre. 



/ 
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[ I5-] Supposons, pour édaircîr par un exemple ce qui précède 
en faire une application , que y i zzi, o ne renferme que les trois v. 
riables j, x et/. En égalant à zéro l'un des facteurs J^'z ^^ v'z» ^^ 
tirera 




{/J 



il 



iS 



J4 fi, i/^é 



dfi> di 



dx 

&C. 



l d^P> d^ 



1.2 da* dx' 



di$ d 



1.2^3 dcL^ d 




1.2.3.4 ^** ^^* 

€t, /3 sont deux indéterminées liées par l'équation y' (<ju^ (i) zm 

même que y ' j = o , en remplaçant respectivement -^ et -^ 

flt et (i. On suppose de plus dans l'équation (p' ) que cl est reiic£ 
nulle après les différenciations. 

Parmi les m valeurs de /3 que l'on pourra obtenir en et, celle 
entre dans l'équation (p ) est donnée par le facteur de vV^» (^) '-^ 
correspondant au facteur J^'^ de ^' 1:==. o. 

D'après ce que nous avons dit plus haut, si l'on change dans féqi 

tîon (p' )f les exposans de ^2 ^'^ indices de différenciation, Ton obtii 

d? 
pour -j' la valeur suivante , qui résulterait de l'équation ^ 2 

correspondante à J^'2 zzr o. 



k 
ar 



ui 
0, 



Ja* 
mt 

0. 



M 



dy 



/3z 



dp> di 



d ÙL d X 

d^ P> d^i 



I d^ fi d^l 



di B 



i.^ d a^ dfç^ 



1.2.3 ^ *' ^ a* 



1.2.3.4 à A"^ d x^ 

L'équation {pj donne encore 



&c. 






^z' 



i/.ô" 1/^ 



^x^ ■ da dx 



d^'dx^ 



1 .2 



1.2.3 ^*' ^*' 



l-U 



1.2.3.4 ^«* d X* 

on en déduira de même 

dy ^^ f^ ^"^^ da dx 

I </4.jÔ- £/4^ 



&c. 



I l/*.ô" 1/* ^ 



i.;i.3.4 ^«4 </x4 



1.2 d a^ d X* 

&c. : 



1 ^^^^Jl 
1.2.3 ^ *' ^*^ 



équation 
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développement identique avec celui que nous avons désigné par 
dans les articles [7] et [10], en supposant nulle dans ce dernier 
déterminée au. 

Le même procédé appliqué aux équations à quatre et à un 
grand nombre de variables ,- reproduirait et confirmerait égalemen 
formules que nous avons trouvées par des méthodes différentes. 

[16.] Proposons -NOUS maintenant f équation à un nombre c 
conque de variables , 

dont le premier membre renferme 2 ^t ses différentielles partielle 
premier degré, multipliées par des constantes , et dont le second mei 
Af est une fonction donnée des variables indépendantes. 

Substituons à j » Z -H ^ , on aura 

V Z -H V ^ = -^• 
On peut supposer y Z =: o , et alors il suffira de trouver une vf 
particulière de ^ qui satisfasse à y ^ = Aï; l'intégrale de \^ Z z 
devant fournir le nombre de fonctions arbitraires que comport 
proposée. 

Supposons que y Z =r o soit intégrable en termes finis , d aprèî 
procédés exposés ci - dessus ; Téquation y'Zziro, et par conséq 
l'expression y'^ qui lui est semblable, seront décomposables en 
teurs du premier degré. Soient J^'^, J^\ j, ^\z» &c. , les facteur 
premier degré de v'Z' ^^^ formes différentielles désignées par J^, 
J^^ , &c. qui leur correspondent , seront du premier ordre. 

D'après la formule (a) de l'article [ 1 4 ] » V ^ = -^ devient 

J^. A. J\.. J^, J\.^.^ = Mi 

faisons 
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On aura le système des équations différentielles partielles du premier 
ordre , 

Les méthodes ordinaires d'intégration des équations du premier ordre 

du premier degré et à coèfficiens constans» donneront facilement ies 

intégrales complètes de ces équations , en les traitant successivement. 

On déduirait la valeur de u de la première , et on la substituerait dans 

Ja seconde ; de celle-ci on déduirait la valeur de u, qu'on substituerait 

4ians la troisième , et ainsi de suite. II est évident que ces valeurs de 

^9 «I » «2> &c. donnent les intégrales du premier, du second ordre, &c. 

la proposée : et comme la première équation i^uz=i M peut avoir 

formes différentes , suivant que Ton emploie pour rétablir une 

^[uelconquë des formes J^ , J^, , J^^ &c. , on aurait m valeurs de « , et 

l*^on en déduirait m intégrales de la proposée au premier ordre ; on 

trouverait également — '—^ — intégrales au second ordre , &c. ; enfin 

i*on parviendrait ainsi à l'intégrale complète de y^ = M. Mais il 
ï^CDus suffit de trouver une valeur particulière de ^, et d'obtenir pour 
^ela une valeur particulière de chacune des quantités « , «, , ti^ , u^, 
^ * • Um^x > dont la dernière conduira à déterminer ^. 

Prenons pour exemple l'équation du second ordre à quatre variables, 



B'^^^-^^C'-^^r-^'+^D-^^^ 



d t* dx^ dy^ didx dtdy dxdy 

d t . dx dy ^ 

, B , C » D . . . L étant des quantités constantes, et M une fonction 
En substituant Z -+-^ à 2> l'on aura à chercher l'intégrale complète 

. d^Z j. d^Z ^ d^Z rs ^^ . iT ^*Z , j. d^Z 



d t^ dx^ -T- ^ j^a -r- ^^^^ ^^^ J^J^ 

d Z r T d Z wy d Z r >^ 

H ~. h-AT-; |-Z,Z = o, 



d t d X dp 



Gg 2 
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et une valeur particulière qui satisfasse à 



d f» rfx' dy^ dtdx dtdy dxdy 

àl. . u d^ . , ^ dl 



H^-^rK-^^Ll=M. 



d t dx d y 

L'intégrale complète de Téquation y Z =: o ne peut avoir lieu en 
termes finis que lorsqu'elle est décomposable en facteurs du premier 
degré après la transposition de ses indices de différenciation en exposans. 
On trouvera que, pour que cette décomposition puisse avoir lieu, ii faut 
qu'il y ait entre les coèfficiens de l'équation les relations suivantes : 

A F' ^ B E' ^ CD^ — DEF — ^ABC = o, 
AH' ^ BG' -\- LD' — DGH — 4ABL == o, 
AK' -\- CG' -H LE' — EGK — 4ACL =1 o, 
B r -+- CH' ^ LP- — PHK — iBCL = o , 

dont trois quelconques comportent la quatrième. 

Supposons que ces conditions soient remplies, et que les facteurs 
qui doivent alors exister, soient 

d Z f d Z g d Z 1 r-w d Z t dZ f dZ 1 rr 

o dt dx dv Oé Â t ^ i dx é dv i 



dt dx ^y ^^ dt t dx t dy 

d'après la formule générale donnée dans l'article [ 13 ]i l'intégrale com- 
plète de Téquation y j zii o sera 

// i,t 



Z=ze ê r^ (gx — ht, gy — kt) -f- ^ ^' \ iès^ — ht , g,y — kt). 

Dans le cas que nous considérons , l'expression y'^ qui résulte de 
y ^, en changeant les indices en exposans, est également décomposable 
en facteurs du premier degré. Selon le procédé que nous avons indiqué, 
l'on posera donc les équations 

^ dt ri ^ ii V ^ Ot d T é dv i d M i 



dt dx ' dy "^ ' ^' dt ^ dx i dy 

La méthode ordinaire d'intégration des équations du premier ordre, 
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«idnne la valeur particulière suivante de « , déduite de la dernière de ces 
«feux équations : 

u z=. e ^' J ~^ e /' dt. 

Le signe d'intégration est pris, en supposant qu'on a fait sortir les 
variables x et / de la fonction M, à l'aide des équations 

g^x — h^t — a^, s,y — Kf — b^, 

« 

et a^p b^ sont des constantes quon doit faire disparaître du résultat, en 
»e servant des mêmes équations. 

Lorsque Ton connaîtra u , la première des deux équations que nous 
^%rons établies, donne la valeur particulière suivante pour ^, 

zJi 11 

l=e ^J^e^ du 

signe d'intégration étant pris, en supposant quon a mis dans la 
eur de u , pour ;ir et ^, leurs valeurs tirées des équations 

gx — ht zm a, g y — kt z=z b; 

*près l'intégration , on fera disparaître les constantes ^ et i, en intro- 
duisant de nouveau les variables x et y. 

L'intégrale complète de l'équation proposée t^ Z'=. M , devant ré- 
^^Iter de l'addition de l'intégrale de y Z rz: o , et d'une solution par- 
ti cmlière de ^ ^=z M, sera donc 

^'^T'^fg'^ — ^^ ^7 — ^(^ ^- ^"7" + (8/ — ^/> 8J^ — V) 

j_ gfe g'.y^ dtfMe ^' dt. 

[17.] Considérons maintenant le cas où y Z rz: o ne serait 

intégrable en termes finis : l'expression y'^ alors n'est pas décom- 

e en facteurs du premier degré, et l'on ne peut ramener la re- 

*^^fche d'une valeur particulière de ^, vérifiant l'équation "^^zzi M , 




u '. 
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à la recherche des valeurs particulières d'une suite de quantités don- 
nées par des équations du premier ordre. Cependant, en faisant usage 
de la décomposition indiquée dans la formule (a) de l'article [i4]t ^^ 
pourrait encore parvenir à une valeur de ^ exprimée en série, et vé- 
rifiant i'équation y^ ^zzz M ; mais on y parviendra d'une manière 
beaucoup plus simple par le procédé suivant, également établi sur les 
considérations exposées dans l'article [i4]' 

En changeant un peu la forme de l'expression différentielle V ^» 
représentons l'équation qui nous occupe par 

^ -H V I = ^. 
Si l'on met pour ^ sous le signe y sa valeur tirée de cette équation 

même , on a 

.»■ 

ou, en représentant v • V ^ P^*" V* I» 

Poursuivons la même marche, et nous trouverons 

Transformons tous les indices différentiels en exposans , les caracté- 
ristiques qui affectent le signe y » d'après ce que nous avons dit 
précédemment , devront également se transformer en exposans ; et si 
l'on représente par y' iW , ce qui devient l'expression y M par ce 
changement, on aura 

ou, sous une forme plus simple, 



D'après cette formule , analogue aux symboles dont nous avons ^ 
donné quelques exemples , la valeur de ^ en série , s'obtiendra en - 

développant la quantité \-t^ swïv^xit les puissances entières et- 
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j dM dM dM o ^ , ^ ^ . , 

positives de -^ , —^ — ' ~d — ' ' ^^ changeant ensuite les exposans 

de ces quantités en indices de différenciation. 

Supposons que l'équation proposée y 2 "*^ Z = ^^ ^^ renferme que 
les trois variables i, x, y , et représentons par y' (<l^ (3J , ce que devient 

i itjr \ 1» ï ^M dM • ^ 

V -^z lorsque Ion change ■ ^^ - et -^ — respectivement en cl et j3 ; 
^sons enfin 



la valeur de ^, développée suivant les ordres difTérentiels ascendans de 
Ai , sera 



dp 
da. 


dM 

d X 


I d^P 

L-. 


d^ M 
dx^'^ 


I d^ P 

1 

1.2.3 ^ ^^ 


d xi 


f-&c. 


dP 

d^ 


dM 


z d^P 
1.2 dadP> 


d' M 
dx dy ^ 


3 di P 
1.2.3 ^^' ^i^ 


di M 
dx^ dy 


^•&c. 




1 


I d^P 


d^ M 


ri di P 


di M 


+-&C. 




H 


1.2 d*^ 


d y* ~ 


' 1.2.3 ^«*^^* 


dxify^ 








— 


I di P 


di M 
d yi 


I-&C. 



en supposant <t et /3 nulles après les différenciations effectuées. 

Il est évident que cette valeur de ^ sera terminée toutes ies fois que 

M sera une fonction algébrique , rationnelle, et sans diviseurs variables» 
de X et de ^^ ; et que lorsque M sera composée de termes tels que 
f^*"*"'-^, la valeur de ^ sera composée d'un même nombre de termes 

tels que ^^ '"♦■'> r-p — y : mais, en général, la série précédente 

gardera sa forme infinie, à moins qu'on ne l'enveloppe sous des inté- 
grales définies , ce qui est toujours possible , comme nous le verrons 
par la suite. 

Le procédé que nous venons d'employer pour déduire cette valeur 
de ^ de l'équation y ^ = J/, peut servir également dans beaucoup 
de cas au retour des séries qui sont ordonnées suivant les ordres diffé- 
rentiels d'une fonction quelconque ; car on doit remarquer que nous 
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n'avons pas eu besoin de supposer que y ^ fût une expression terminée. 

[18.] Les méthodes que j'ai présentées jusqu'ici, ont pour but de 
développer les intégrales des équations différentielles partielles du pre- 
mier degré, en séries ordonnées suivant les ordres différentiels des 
fonctions arbitraires que comportent des intégrales ; elles s'appliquent 
particulièrement, comme nous lavons vu dans l'article [5], aux équa- 
tions dont les coèfficiens ne renferment qu'une seule variable indépen- 
dante, et à celles que l'on peut ramener à cette forme. En effet, elles 
réduisent la difficulté, dans ce cas, à l'intégration d'une équation dif- 
férentielle ordinaire du premier degré. 

Les équations du premier degré à coèfficiens constans de tous les 
ordres forment un cas particulier de celles que nous avons considérées. 
J'ai montré que l'on peut toujours parvenir à réduire leurs intégrales 
en séries, et même j'ai indiqué les cas où ces séries deviennent sus- 
ceptibles d'être sojtnmées immédiatement , et donnent ainsi l'intégrale 
sous forme finie : enfin , j'ai étendu ces recherches au cas où l'équation 
donnée contient, outre les différentielles partielles de la variable prin- 
cipale , multipliées par des constantes , un terme composé des variables 
indépendantes. 

Je vais maintenant exposer les moyens d'envelopper sous des inté- 
grales définies toutes les séries auxquelles je suis parvenu, et qui ex- 
priment des solutions d'équations différentielles partielles. 

Soit d'abord la formule doimée dans l'article [ 5 ] , 

/n\ ^v/TCT dW dirx I d^W d^irx i d^W d^-rx , ^ 



da dx 1.2 da* d x* 1.2.3 ^*' ^^' 

Nous ferons usage d'un procédé que quelques géomètres ont déjà em- 
ployé pour obtenir les sommes de différentes séries. 
Supposons 

^ jy^ dW d.lfX I d'W d^TX I diW diwx 



d A dx 1.2 dcL^ d X* ï.2.3 ^flt3 rfx> 

d^W d^irx .. 



1.2.3.4 d cL^ d x^ 
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et considérons les deux suites 

. d.TTX d^TTX S* d^ TX iV 

(p),.:'7rx -^—j^s. 



dx* 1.2 dx^ 1.2,3 



&C. Z=Z^ ( X -I- S ) , 



r^)' 



dx* 1.2.3.4 

dw i rf' ir I Vî ir I ' '■ ■' 



r 



dûL s dtt^ j* d Ai 

d^W^ 



da^ 



— -H &c. = — se^' fWe- *^ ^ot. 
j* J 





xjtr plus de facilité, nous représenterons la quantité — se^^fWe'^^iiçL 
V. 

Si Ion multiplie ces deux suites entre elles , le produit présentera 
mièremerit les termes indépendans de j, et dont la somme formera 
^v^idemment la série Z; secondement les termes affectés de puissances 
^i^tîères , négatives ou positives , àe s , et dont nous représenterons 
j'^risembte par (AS^J, m étant un nombre entier positif ou négatif. 

r^ aura donc ; ^ 

Z ^ (As^) = v^(x -H î;. 

pour faire évanouir le terme (A S") .pn substituera successivement, à la 
place de s,^V ( — ^)^,eie^''V( — ^ ^ : dû l'on observe que (Ae"''^(—^ )) 
-+- (Ae-''''y/(-^))z=i [Afe"""^^—*^ -+- tr-'"-}/f-"^J], on trouvera 
pour la somme des deux résultats , . 

V^^'TC (x -^e-'"/( - '^). 



V^ et V^^ indiquant ce que devient la quantité V par les substitutions 
de e'V(—^) et e-''V(—'), à la place de j. 

On prendra ensuite l'intégrale de cette dernière éqqation multipliée 

par du , entre les limites «/ 1= o et ^ = -^ , ou la demi -circonférence 

dont le rayon est un. On remarquera que ^"/^"^'^ H- g^^W('^^^ 
== 2. cos.s{muJ , et qu entre les limites indiquées /i [A cos; mu\duz=zo ; 
^IV/ Cahier. ' H h 
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m étant un nombre entier quelconque. Ainsi i on obtiendra 

La formule (B) deviendra donc 



Si au lieu de regarder Z comme résultante des deux séries (p) et 
(^)^ on leût conçue donnée par le produit des deux suivantes, 

/ f\ d .TX l , d}"irx I d}irx l thirx 

( P J • * • ^X 



dx s dx* s* dx^ s^ 

-H &c. = — se^'" fm-xe- ''^ dx, 




y / ï ivr ^W à^ W s^ d^W jl d^ W 



du. d (L^ 1.2 J«t' 1.2.3 ^^ 1.2. 31^.4 

&C. = Wfa ^sj , 

en supposant que IP^^ <t -+- j ; soit ce que devient W, quand on y me? 
pour <L , flcH-J. ; il est wident qu on serait parvenu au même résultat que celu 
qu'on obtiendrait en changeant dans la formule (f^) » x en oc , tt x en W^ 
et réciproquement. Ainsi en faisant — se^* f^xe'^^ "^dx =z D/xJ 

a 

et représentant par Ci^ (x) et il^^ (x) ce que devient cette quantk» -^ 

iorsquon y change s en e''V( — '^ et ^"^ ''/^ "^ '>', on trouvera 

On pourra employer arbitrairement celle de ces deux vaieurs de j q 
paraîtra se prêter plus facilement aux applications. 

La même marche conduit également à envelopper, sous des int 
jgrales définies, la série (C) de l'article [<î], 

&c. j =z: (p-\-^x)* . Z» 




f 
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On peut concevoir la qviantité .Z.oomme résultante des deux tuh'^ , 

q <^^ ï-2 î* àx^ 1.2.3 q* épi 






i on les multiplie , et que l'on exécute sur ieur produit les opérations 
ue nous avons faites sur le produit des séries (p) et (q), on arrivera 
bsoiument de ia même manière au résultat suivant : 



On pourrait adopter une autre décomposition pour ia série qui.fqrjn:)^ 
<S^ second membre: de i'équation (c) » commç nous lavons indiqué pré* 
^ Gemment pour ia série (S); mais éet^e- jecherclie devient pl^js 
compliquée » et d'ailleurs oâre trop peu d'utilit^é pour que nous .nous y 
rrétions. 

« 

[ip.] La méthode précédente peut être généralisée, et alors elle 
evient susceptible de s'appliquer aux séries qui s ordonnent suivant les 
jdres des différentielles partielles d'une fonction de plusieurs variables, 
onsidérons en effet la formule (B^) donnée dans fartîcle'[ 12]; 

'* ' ^ "^^ dcL dx 2 rf*» dx* 1.2.3 'Z*' ''*» 

dW àjf(x,y) xd*W d*if(x,y ) 3 d^W dif(iç^) j. ■ 

. d^ dy zdeidfi) dxdy l.2.jdeL*d^ dxtfy 

.z df^* ■ éfy* l.z.^dad^* dxdy* 

1.2.3 "**' 4^' 

.-HiStc. 

Hh 2 
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Nous désignerons par Z/ la série qui , multipliée par ^** ■+- ft^ , forme 

le second membre de cette équation , et nous poserons les deux suites, 

I 

' -^l^i^^-î— .^&c 

• axdy 2 

('«;>[«'^H j :-*-.—; T'-i-'—r — .— *--i-&f.J 

H 7T H -; Tz H &C .( 

d^W X ^ ^ , 

H 775 H &C. 

d^^ ry 

1 ri 

Le produit des deux suites précédentes offrira des termes indépendans 
des 'quantités- s et t, et dont la somme reproduira la série Z; puis des 
termes^, affectés les uns des "puissances de j^ les autres des puissances 
de r , et d'autres enfin des puissances de r et de s. Nous indiquerons 
là collection de ces derniers termes respectivement par (As^) , (Bt^) ,^ 
(C s^ r^) , m , n, p , q étant des nombres entiers positifs ou négatifs ,. et^ 
nous aurons l'équation 

Z -H (As^^) -4- (Bf^) -H (Csr/i) — V. ^(x ^ s , y -v- r/. 

On fera d'abord évanouir les puissances de s , renfermées dans le-- 
premier membre de cette équation , en substituant successivement 
à cette quantité é^ V( -^ ' ) et e^^V( ^ ^) ; puis en ajoutant les deu 

résultats , et prenant leur intégrale entre les limites « = o et i/ = — 

on aura alors 

y^ et F^ désignant ce que devient la quantité F après les substitution 
indiquées. 

Mettons ensuite dans cette dernière équation , à la place de 



successivement ^^— '/^ et er-Wf—^); et supposons y^et. ^K égales à 
ce que deviennent K et K^ par la première substitution, ^^ et V^^ 
égales à ce que deviennent V^ et K par la seconde substitution ; ces 
résultats donneront 



On^prendra Tintégrale de cette dernière équation multipliée par ^r, et entre 
limites V — o et V = — ; ce qui rend uwWt f\^B ( e^^V(—^ ) -^^ er^^Vh') J^d^ 
f 1 ((i COS. m) dv. On aura ainsi la valeur de Z exprimée par des 




À 






in^^grales définies, et l'équation (B')^ après qu'on y aura transporté la 
eur trouvée pour Z, deviendra , . ■ 

y^^(x'^e-''y/(-'),y'^(r'W(''')) ]. 

11 est aisé de voir que Ion arriverait absolument de la même manière 

^ne autre formule , analogue à la formule (^) de l'article précédent , 

regardant la série Z comme résultante des deux suites qui rempla- 

ient (f) et (q) , si Ton changeait dans ces dernières "tc (x , y) 

' JT, X en <t , ;^ en /3 , et réciproquement. 

f 20.]Nous n'avons considéré jusqu'Ici que les séries ordonnées suivant 
ordres des différentielles d'une fonction d'une ou de deux quantités, 
<juî^se rapportent aux intégrales des équations à trois ou quatre ya- 
Wes. Dans le cas où les séries proposées renfermeraient des fonctions 
ij moins trois quantités , c'est-à-dire, représenteraient les intégrales 
^uatloiis à plus de quatre variables , on parviendrait , par une 
'îche uniforme, à des résultats analogues. Nous nous contenterons 
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d'exposer fa valeur que i on trouverait à Talde des intégrales définies i 
pour la variable principale d une équation difTérentieiie partielle à dnq 
variables du premier degré , en supposant que Ion ait le déveioppement 
de cette valeur en une série , dont le terme général serait 

1.2.3. . .i.i.2.3.. .i'.i.a.3. . .i" da' . d^'' dyi' dx'dydtf^ 

Supposons 

Que i'on mette dans F successivement , pour j, «'''/"''' et*~"v^~' 

en indiquant les résultats par V^ et V^^, pourr, éV(T^) et r'iVC"^ 

en indiquant les résultats par ^Fet ^y , et enfin pour q,e'^ (V ""^i g^f 

^ — iK|/^— 1^ gjj indiquant les résultats par 'V et "V ; on aura 



n 






Cette expression représente la somme de la série dont nous avoV*^ 
donné ie terme général. Si l'équation proposée est du degré m , Pc 
pourra en générai y satisfaire par m séries semblables , pour iesquell 
la quantité W , qui est une fonction d'une des variables indépendanc 
et des indéterminés a , )8 et v , prendra des valeurs différentes ; on ^^* 
déduira m expressions semblables à (^') > dont la somme fbrm 
l'intégrale complète de la proposée. 

■ 

Nous ne pousserons pas plus loin ces recherches , pour lesquelles 
calculs deviennent plus longs, sans devenir plus difficiles, D^ailleurs 
qui précède suffit pour rendre sensible la loi qui lié entre elles 



s 



s 
e 



i^raïui^ft (^)f (^) et i^')» et Ton pourrait évidemment écrire , sans . 
en âûre ies calculs, les formules qui se rapporteraient aux intégrales des 
équations à un plus grand nbmbre de variables- 

Les séries exposées dans Tanicle [15] pour exprimer ja valeur 

de -T-^/ quelle que soit n; celles qui donnent la valeur de ^ vérifiant 

l'équation ^ -H y^ zzz iW, article [17] , sont absolument semblables 
à celles que nous venons de sommer à laide des intégrales définies , 
-Ans ces derniers articles , et les formules que nous avons trouvées s'y 
appliquent sans aucune difficulté. 

[2 1 .] Nous allons donner quelques applications des recherches pré- 
cédentes , et nous proposer d'abord l'équation générale du premier 
^egré , du troisième ordre , à trois variables , que l'on n'a point encore 
tenté , je crois , de résoudre par des intégrales définies , 

"^^^ ^\ B "^'^ I C "^^^ \ D ''^^ \ E"^'^ \ F '^'^- 

dx^ "^ dx^dy "^ ^ dxdy^ dy^ ^"^ ^ dx^ "^ dxdy 



H^^K^-^Lz=zo. 



dy* dx dy 

.Supposons que les coèfficiens ne renferment pas la variable x , et l'on 
*vira pour déterminer W , d'après la méthode exposée dans l'article [5], 
* équation linéaire aux différentielles ordinaires , 



dw r> à^w -rx d^w 



v7».i^;-=^-"^-<-*«.-^?-hc»-^-'^h^ /)^,^ -H£».r 



dy dy* • dy^ 

dy dy* dy 

^^n aura l'intégrale de cette équation , lorsque Ton connaîtra ^trois 
^^leurs particulières de W^ qui la vérifient. Représentons ces trois 
^^ôlçurs , supposées connues, par ÏF, 1^ et W" ; la formule {BJ 
^o*inera l'intégrale en séries de l'équation proposée , en y plaçant 
*^Cccssivement IF , W^ et W^' , et prenant la somme des résultats. 

I^ous avons vu, article [18], que F=: — se^'f We^ *^'d<L, des 
is valeurs de W, on en déduira donc trois valeurs de V , que nous 
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désignerons par V , V , V ^ et Ion formera ensuite par les substitutif -^^^ 
de ^/^"^ ' ^^ et de e'^^V( — ^) k la place de s , les quantités V^ et l — ^ 
V et V'[, V\ et V" . Ces différentes valeurs portées dans la formule f^^'i 
donneront trois résultats , qui , pris avec des fonctions arbitraires ^::Jl 
tinctes tt , ^ et cp , formeront par leur somme l'intégrale complet^ j 
Téquation proposée , 



On serait arrivé pour i, à une expression d'une autre forme, si , au lieu 
de la formule ((i) , on eût employé la formule ((i' ) du même article. 

On voit que la seule difficulté du problème se trouve dans Tinté- 
gration de l'équation différentielle ordinaire y' (<l^ W) = o , que l*oii 
ne sait résoudre en général que lorsque les coèfficiens sont constans, 

[22.] Prenons en second lieu l'équation 

1 d^ 7 • ^ dr d*7 

g A -j-f- -I- g sm- A -7^^ -r^ = o , 

^ dy ^ dx dt^ 

m 

qui renferme la théorie de la propagation du son, suivant une ligne 
formant l'angle A avec l'horizon. {Voyei la Mécanique analytique.) 
Cette équation n'est pas intégrable en termes finis; et, en effet, si ron 
change Içs indices différentiels en exposans, l'expression 

r ^Z* • . dr d?^ 

^ dx^ ^ o " dx di'' * 

n'est pas décomposable en facteurs du premier degré. On peut cepen- 
dant remarquer que si l'on suppose à-peu-près horizontale la ligne seloh 
laquelle le son se propage, sin. A sera une quantité très-petite, dont on 
pourra négliger le carré et les puissances supérieures. Cette circonstance 
rend l'équation précédente susceptible d'ctre décomposée en deux 
facteurs du premier degré , exacts aux quantités près de l'ordre A* , 



'et l'on en déduit pour l'intégrale complète de la proposée , 

j = «, ' ^ <p[x — tV(hg)]-\-e ' ^ •^[x-^t^(^'g)]- 

Cette intégrale , vérifiée à posteriori , se trouvera exacte aux quantités 
près de l'ordre A'. 

Mais, en général, l'intégrale ne peut s'obtenir qu'en séries ou par inté- 
grales définies. On parviendra facilement à l'intégrale en séries, en mettant 
dans l'équation (BJ , article [5], pour (^successivement les valeurs 
' W= e—'Vfs'"^'-^S''"-^'^f , W* = e— 'VU ^*"-yt£ "''■'"'■>. 

^ous ferons usage ensuite de la seconde méthode indiquée dans l'ar- 
îcle [i j] , pour envelopper les résultats sous des intégrales définies. A cet 
iffel, on doit former d'abord les quantités 

0.(x)^se"f^"-7cfxJ^x, a'{xJ=z — se^"fe-"^{xJJx, 

fe(x) et -J/ (x) étant les deux fonctions arbitraires qui entrent dans l'in- 
fgrale de la proposée ; puis, par les substitutions convenables de e" Vf- ' -' 
[ e~^Vt — ^) à la place de s, on obtiendra tes quanlités représentées 
bar il^ (x) et 0^ (x) , H'^ (x) et H'^^ (x). En portant enfin ces 
^quantités dans la formule (^) de l'article cité, et faisant, pour plus de 

simplicité, <t nulle, on aura 



l = -r !du\ 



'/[« 






..V( - ■ 



,"v 


"'■ 


].cï/x; 


Vf 


-•'} 


•",,W 


V( 


-.;, 


.n'/.j 


,-' 


/(-- 


^i-n;A;i 



On doit observer que ce dernier résultat ne renferme qu'une seule 
Variable auxiliaire u, et une seule intégrale définie, puisque Ci fxj né 
renferme qu'une intégration indéfinie, prise par rapport à l'une des 
Variables même de l'équation. 

Xiy/ Cahier: lï 
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[23.] Les procèdes que nous venons d'exposer, s'appliquent géné- 
ralement à toutes les séries que nous avons considérées dans le cours d^^ 
ce Mémoire, et conduisent par conséquent à exprimer, à l'aiile des inté^ 
graies définies , les intégrales de toutes les équations que l'on peut irait^ 
par les méthodes que nous avons exposées précédemment. Mais on pe-^ 
sans doute obtenir le mème,résultat par plusieurs autres méthodes, ^ 
même il est aîsé de voir qu'on doit en général y parveriir d'une infinit ^ 
de manières différentes. 

En effet, quelques géomètres , qui ont déjà employé les intégrales 
définies à la recherche des intégrales des équations différentielles pi r- 
tielles . ont trouvé pour des équations auxquelles s'appliquent les m<5. 
thodes précédentes, des résultats d'une autre forme. M. Lûplace ^'donraé 
dans les Mémoires de l'Académie des sciences de l'année 1779 . ufc^e 
méthode qui conduit à exprimer" par des intégrales définies, la série ( 
représente l'intégrale d'une équation linéaire du second ordre, lorsquel 
cette série est ordonnée suivant les ordres différentiels négatifs, ou, ce 
qui revient au même, suivant les intégrales successives de la fonction 
arbitraire qu'elle renferme ; et les résultats qu'il obtient, diffèrent aussi 
par leurs formes, de ceux que présentent les méthodes que nous avons 
exposées. 

On a déjà remarque que les séries que nous avons enveloppées sou a 
des intégrales définies, pouvaient être décomposées de deux manièrea , 
et que l'on arrivait ainsi à deux résultats de formes différentes, comn» « 
on peut le voir par les exemples donnés dans les articles [21 ] et [n J' 
On pourrait encore varier les résultats , en Variant les formes des séries 
que l'on considère, ou même en opérant divers changemens dans l^^î 
équations diffcreniielles dont elles dérivent , soit par la substituii» ~n 
de nouvelles variables à la place de celles qu'elles contiennent, soit pc:»^ 
d'autres procédés qu'il est peu important de détailler. 

Nous nous arrêterons cependant aux deux observations suivantes , 
qui peuvent conduire souvent à des résultats assez simples. 
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Soit l'équation 1 ^ 

^ ^< ^ ( da,^ dx ^ p, d 0L* , dK^ 

I d^W d^ir(x) ^ \ 

T-\ j \ "*^ &C. J. 

Z,-^ d cO dx^ / 

Supposons d abord que Ion aît 

^ étant urte quantité îndéremirirte indépendante de X/ et Cj) une fonction 
Ajrl^ralre; la valeur précèdent^ .ëeri^j deviendra 

dW' - v/v.lT' T7» d^W 




î*?on fait (t nulle, et que I on' i**pï»éserftfe "^hi (W) ce qi(e devient )F 
rsque Fôh y change tt en /i ^ on aura' ' 

c pression de ^aême genrç que celle qu^ nous avons désignée par 
■^ ^>cpaJa dan& iartiele [ i i ] de ce Mémdiré. 

Lorsque la forme de la ibncdon vt(xf)i sera connue, on> détermineara 
*a forme de cp (^/7y) et les limitas entre lesqueiies devra se faire i'inté- 
S^dtion relative à p , par la condition de satisfaire , quelle que soit x , 
^ l'équation ttat z=.féP^<^pdp; problème assez difficile « ^, pour lequel 
* analyse ne paraît pas oiFrir de métbode générale. 

r ■ .... ... 

En second ffeû, supposons (Jufe Ton parvienne à exprimer Ïk par 
***i« îniégrale dléfinie , de manière que Ion ait 

-'^ et Q étant des. quantités indépendantes de et, maïs qui contiennent les 
variables de IMquatten et la variable auxiliaire /?; 

L'équation ((i) devient alors» ./ i ; . « , . . 



tf*'/^*^ Qdp j ^(x) 



irCx). _. ., ' .^T('x; jp' 



■T ' » , ^ ' ' » — v-"^ • • • • f 



■"'^'^ ^.' -&C.I.,' . , ,. i 



li a 
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et, en faisant a, nulle, la valeur de z peut être mise sous ia f< 

lz=zfQ.'7r(x-^P)dp. : 

La principale difficulté consiste' à obtenir W sous la forme fe^^ 

.> 

' ^ '• • • 
[24.] Pour montrer, par un exemple, l'usage de cette d 

formule, considérons Téquation 

(^0 "77r — ^'^ , // dy — o. 

En supposant que / représentais le tem^ , y une abscisse vertîca 
une ordonnée horizontale , e%^ la gravité , cette équation est ia 
que celle donnée par M, Lagrange dans la Mécanique analytique 
déterminer le mouvement-d'unç; chajUie vibrante , uniformément é 
fixée par son extrémité supérieyr^e , libre par son extrémité infé 
et dont la longueur serait expï;iniée par /. 
On satisfera à Téquation m par la série 

(a) 7zz:^^' ÏT^rrH 7 7:^ -4 j—^ 7-1 H 6 



da- .dt ! 2 </a* </f 

^ La quantité W^ étant déterminée par l'équation , ■ 

d r/-;-; -jr = o. 



a» ir 



De cette dernière on déduit 



W 



a* l—y a* (l — y)^ a* (l—yP 



g ~ i.i g*, ■i.a.ij.z ^' i.2.j;i.2.3 

et cette valeur de JF peut être exprimée, à l'aide d'intégrates défini 

l'intégrale étant prise depuis u z=z o jusqu'à u zz: — , ou la 
circonférence ; la série {aj devient donc 
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tt peut être mise sous la forme , 

■ 

OU , plus simplement , sous la suivante , en changeant , d'une manière 
convenable , la forme de ia fonction arbitraire , et faisant duz=zo , 



2 

TT 



fdu^[t V g ^- ^ V (l — y). COS. u\ 



ette expression vérifiant l'équation m, on trouvera que l'expression 
taivante la vérifierait également , 

Z:=—fdu\[ — tV8-{-^V(l—y)cos.u\ 



somme de ces deux résultats donnera pour l'intégrale générale de 
quation proposée , 

:z-^fdu\'?r[i^(l — y):cos,u -4- tV(g)] 



^[2-/{l — yj COS. a — t V{gJ ] I , 
-1*1 ntégration par rapport à u devant s'effectuer entre les limites u =r o 



2 



Mon but principal dans ce Mémoire , a été de résoudre les équations 
différentielles partielles linéaires par des séries que l'on pût facilement en- 
ilopper sous des intégrales définies; j'y parviens dans un grand nombre 
cas, et particulièrement lorsque les coèffîciens de l'équation diffé-r 
Tentielle proposée ne renferment qu'une seule des variables indépen- 
dantes. £n considérant spécialement les équations à coèfiiciens constans ; 
lors même qu'elles comprennent un terme indépendant de la variable 
principale , et composé des autres variables d'une manière quelconque , 
1^ démontre que les suites qui représentent leurs intégrales , peuvent être 
soinmées, et donner immédiatement les intégrales sous forme finie, 
^orsqu'en changeant dans les équations proposées les indices différentiels 
^^ ^xposans , ces équations sont décomposables en facteurs du premier 
^^Sïé, par rapport aux différentielles partielles du premier ordre de la 
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variable principale ; et lorsque cette condition n'a paa lieu,, les 8éi[ie» 
dont ii s'agit peuvent toujours être enveloppées^ squs des intégrales 
définies. . .^ . 

Mais l'on doiC regarder aussi ces résultats comme des applications des 
méthodes que j'ai exposées dans les articles [ i] , [j], [i4}^t [ïyjt 
lesquelles peuvent, je crois, être utilement employées dans d'autres 
recherches analytiques. 



Addition au Mémoire précédent sur V intégration des 
Equations différentielks partielles ( i8 juillet 1807). 

Depuis l'époque déjà éloignée où ce Mémoire a été composé, |î 
étendu les résultats qu'il renferme, et j'en ai oi;)teDi4 de nouveaux,, 
faisant usage de la méthode suivante. 

.[ I.] Soit l'équation dç Tordre m entre trois variables z* ^ ^^ y » 

^ dx dy dx* dx dy dy^ d X^ 

H -TO- -H J -Êir -^- ^ 4f -^'^ -^ -+-5.c.=: o, 

dx^dy dx ify^ dy^ ' dxé *• 

contenant, au premier degré 4b(P^ tous ses termes, lia variable 3 ou se^ 
différentielles partielles, etA,B,C,D, &c. étant des quant;ité9 donnécBi 
d'unie manière quelconque en ;f et/vl^^* représenterons à l'ordioaires 
cette équation par 57 (zJ = 0. 

Supposons que rintégrafe soit développée en série j teïle que 

y , YT d iru , 17 à?"iu ' j/- d^ -nu Q 

l^ Ftt « -H F^ .-j_ H- K. -^^ -+T,r.. ^^-- acç. ,. r 

• . ■ _ 

r/ étant composée des variable» indépendantes x ^\y ,^ ^ u étant la 
fonction arbitraire que comporte l'intégrale. 

Gomme V , V^, V^^ &'c. sont indépendantes de fe foi-me de làfonctiom 
TT n, on peut particularher cette fonction et la supposer égale à ^*«, 
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la valeur de z devient alors 

Z =z e^^ {V^ V^ ôu H^ K et* -+- F„ <t^ H^ &c./; 




ce qui conduit à supposer j r=z ^*" JT, ÎT étant une quantité qui, dé- 
veloppée suivant les puissances de a. , donnera F :;= JF, F, = -^ — , 

F = ; , &c. en faisant et nulle dans B^après les différenciations. 

£n mettant 2= ^^'^ JTdans l'équation y ^jy^zzro, et remarquant que, 
jputsque e*" n'entre qu au premier degré dans y ^^'*'' ïP7 f ^^ résultat est 
divisible par e^^ ^ on aura pour déterminer W une équation de l'ordre w, • 
X/néaire , aux différentielles partielles , que nous représentons par 
(Ir)'ioo , et qu'il suffit de vérifier, par une valeur particulière de W. 

î 

La quantité W étant connue, on en déduira les valeurs de V, F,, 
^^ &c. , et l'on aura 

jj^ dW^ diru i d^W d^TU I d^W di-JTU «. 

ette série coïncide avec la série (B) de l'article [ 5 ] du Mémoire pré- 
cèdent, en faisant dans cette dernière et nulle, comme nous avons 
montré qu'il était permis de le faire sans diminuer la généralité de 
A intégrale, et en donnant dans la série que nous trouvons actuellement, 
A- ti la valeur particulière x. 

Dans ce même article du Mémoire cité, nous avons supposé que 

* ^cjuation y 2 z= o ne renfermait que des coèfficiens A^ B, C , &c. 

*<>nctîons de la seule variable/. Dans ce cas, l'équation V^ Wzzzo, â 

'ôtjuelle nous parvenons maintenant, peut se réduire à une équation 

^îfFérentîelie ordinaire à deux variables ; et si ces mêmes coèfficiens 

ient constans , on pourrait régarder y ^ W comme étant à coèfficiens 

^^^>n8tans, et en tirer facilement la valeur de ff^: mais en général, on a 

^ chercher une quantité qui vérifie l'équation linéaire à différentielles par- 

^i^iles de l'ordre m, y^ B^z= o, et quoique ce problème soit d'un ordre de 

difficulté inférieur à l'intégration directe de l'équation y 2 = , l'analyse 

oflte cependant pas encore de méthode générale pour le résoudre* 



en acauii m valeurs uc vr ^ui »«. 

en les employant successivement on formera m o^, 

dont la somme sera fîntégrale complète de la proposée, rénic*... 

fonctions arbitraires. 

II faut observer que si Tune des valeurs de V^ que I on se proposé 
d employer était de la forme e^^^T , 7* étant indépendante de et, on 
n'en pourrait déduire aucun résultat; en effet, dans ce cas les quantités^ 

d W d} W 

W, —. — , . ■ , &c. , deviendraient T , — uT, v^ T, — u} T, &c< 
et la série (B) se changerait en 

^ ^ * du 2. d u* 2.3 d u^ ^ 

ce qui se réduirait à T *k (u — uj , ou k T multipliée par une coi^--^ 
tante; ia fonction arbitraire s'évanouirait donc, ^t ion n'aurait qu'i^^ 
valeur particulière de ^, à moins que cette fonction arbitraire n'ent^^^ 
dans T, ce qui exigerait qu'on ne se fût pas tenu à prendre pour gr 
une simple valeur particulière vérifiant l'équation t^ ^VT zm o. 

Si Ton différencie la valeur de 2 dotinée par la série (B), relativement 

d? 

à X, par exemple, on trouvera pour -^ la valeur que prendrait i, en 

changeant W en -^- \- (lW -^ — , et en supposant toujours égale- 
ment (L nulle dans les différens termes du développement après le 
différenciations effectuées. De même , en faisant — ; \- <t JF —, — éga 

a X dx ^ 

à W' ,oxi aura pour -^-7- la valeur que prendrait 1, en changeant W 

d X^* A 

<L,W' — — , et posant toujours ^ nulle après les différen 



d X dx 

tion$; il en serait de même en continuant. Pareillement, la différen 

d? 

-y^ est égale à ce que devient 3, en changeant dans la série (E 
pn --— -f- CL J^-T — , et ainsi de suite. D'après ces remarques, o 



dy d y 

facilement vérifier que l'intégrale (B) de i'équation v i 
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effet ia résoudre , si la valeur particulière 2 = ^*" J^ satisfait à cette 
même équation. 

[2.] La série (B) qui représente une partie de l'intégrale complète 
^le la proposée ^ ^z=z o^ peut être transformée d'une infinité de ma- 
nières, sans perdre rien de sa généralité. 

En effet , étant donnée l'équation 2 = ^*' ^^ Je laquelle se déduit 
J'intégrale (B) , il est aisé de voir que le procédé employé consisté 
^iniquement à développer ïT suivant les puissances de a, puis à changer 

<Ians le développement chaque terme , tel que e*" ■ ^ et." / en 

Si donc Ton développe W suivant les puissances d'une quantité )8 ; 
'^ue l'on puisse concevoir ordonnée elle-même suivant les puissances 

_ide <t, à chaque terme du développements tel que e^^ . ^^ ^", cor- 
srespondra une expression diff*érentielle linéaire , formée en changeant 
, ^ns ^** ^" chaque terme ^** ai en —j^r^* 
Soit donc 



^a.u 



/r-H ^"^ ig I ' ^'"^ j8>.i ' ^^ i8^ I &cJ- 



y% 1 d W d^ W 

fi devant être supposée mille dans les coèfiiciens JlT, -j-g- » "T^T" &^- » 
«près les diâ*érenciations. 

Si l'on représente par (^ u) une expression diff'ércffttielle , formée 
^n mettant dans le développement de /3 suivant les puissances de <t , 

i^ la place de a , -^ — , et en changeant ensuite les exposans de puis- 

«mce en indices diffîîrentiels , ce qui suppose que ^-^ — devient tt»/ 

que Ton représente égalen^ent par 0* (^ u) Une expression diff^éren- 
tieile formée de la même manière, par rapport à j8*, et ainsi de suite, 
XIVJ Cahier. * Kk 
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on aura la forixiule générale pour les transformations de Kntégrale (B) 9 

t / ^ ^/î * ^ d (5^ 1.2 ^/Û3 1.2.3 

. Pour donner quelques exemples de semblables transformations , 
prenons d abord (izznef^ — i, /étant une quantité indépendante de 
et, on aura en développant 



f^ ^ 2 2.3 -i-S'é • 

et par conséquent 

(m'ujz^zf—: \^- -^ h^^ j H"-^ . ^ H-&C, , 



OU ^TT uj zzuTT fu-h- fj — ^ Uf expressîon qu'on peut représenter 
par A (^u) j^ A indiquant une différence finie prise en supposant que 
u varie de la quantité/: on aura de même 0* ttuzz: A* ^ u, et ainsi 
de suite ; par conséquent la valeur de i deviendra 

Ce développement de l'intégrale offre cette particularité remarquable, 
que la fonction arbitraire n'y entre pas soûs des signes différentiels, 
mais seulement sous des signes de différences finies. 
Prenons en second Ijeu , 

^ fi =z {g^ et/, 
netg étant des quantités. indépendantes de et, on aura en développant 

et par conséquent 

(-TV u) =: ^-Tt (u) — » ^-' - . - H — - ^ 



du 2 d w 






. 1.2.3 '^ ".' 

ce qui peut être mis sous la forme suivante , 

B (-Ku) z=z e^" j-^ 



I 
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on trouverait de même 

0» TT a z=.e«" dV'""' 

et ainsi de suite ; de sdrte que le développement (C ) deviendra , . en 
gisant, pour plus dé simplicité, Tr'a e~^* rr: ^|/ a, 

(E) z =; ^."('W^4«rt- -rrd^'^~~d~u^~TV~ 

(3.] Mais i\ est important de remarquer que, comme ces diverses 

ries se déduisent du développement de V^ suivant les puissances de 

ou de ^ , si ces développemens étaient iippassibles , les séries qui en 

x-^sukent cesseraient de pouvoir s'obtenir. Soit, par exemple, j8=î 

l'on a dans ce cas (^ u) zzz \^ ^zz f tc u du, 0* ("tc u) = 
^ u du^ , &c. , et par conséquent 

1.2.3 d (è>i -^ 

^^rie qui procède suivant les intégrales successives de la fonction ar- 
*^ï traire; mais pour que cette forme de l'intégrale soit possible, il faut 
■^Ue latjuantité tf^puisse être développée suivant les puissances positives 
^G fif ou, ce qui revient au même, les puissances négatives de a. 

La considération des développemens des intégrales des équations 
*^*flFérentielIes partielles, suivant les intégrales successives des fonctions 
^^'fcitraires qu'elles contiennent, est d'autant plus importante , que 
^^^ Laplace a donné dans lés Mémoires de 1 ancienne Académie des 
Pences de l'année 177^^ une méthode pour sommer par intégrales 
ies les séries de ce genre. Il serait donc important de rechercher, 
^-général, dans quelles circonstances cette forme de développement 

Kk2 
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est possible : maii fa résolution de ce problème nous entraînerait tro^ 

loin; il nous suffira de dire en ce moment que l'on peut démontrer, 

i.° Qu'il est toujours permis de supposer l'intégraie d'une dquatioit 
diffcreiitielle partielle linéaire , ordonnée suivant les ordres difFcrentieli 
ascendans de la fonction arbitraire qu'elle renferme, quelles que soient 
les quantités qui entrent sous cette fonction ; 

2." Q,u'ii est également possible, en général, pour les équations à 
trois variables , de supposer la même intégrale ordonnée suivant la 
ordres différentiels descendans, ou les intégrales successives de la fon© 
tion , en donnant à la quantité qui entre sous cette fonction une formi 
déterminée. Mais il faut remarquer que ce développefnent est impos- 
sible, lorsque, considérant à part les termes de l'ordre le plus élevé dé 
l'équation proposée, et changeant en exposans les indices des différent 
iielles partielles de la variable principale , !e résultat présente deux 
un plus grand nombre de facteurs égaux, à moins que les cocfficîens des 
termes des ordres inférieurs de la proposée ne satisfassent en même 
Etemps à de certaines équations de condition. 

Pour étendre ce dernier théorème aux équations à quatre et k un plus 
Igrand nombre de variables , on doit en outre observer que le déve- 
Hoppement dont il s'agit serait encore impossible , si les coèfficiens de 
fl'équation ne satisfaisaient pas aux conditions connues et nécessaires 
^ "pour l'indépendance des quantités que doit renfermer la fonction arbi- 
traire. 

Lorsque l'intégrale d'une équation différentielie partielle linéaire peut 

is'obtenir en quantités finies ; c'est-à-dire, lorsque la fonction arbitraire 

pie s'y trouve engagée que d'une manière algébrique , ou sous un nombre 

0ni de signes de différenciations ou d'intégrations indéfinies prises par 

Mapport aux variables indépendantes de l'équation , ou par rappon àa 

Ijd'autres quantités composées de ces variables, on sait, en général 

[Qu'alors cette intégrale peut être développée suivant les ordres diffc 

rentieis descendans , ou suivant les intégrales successives de la foncti'* 

arbitraire. Il suit de là que les conditions nécessaires pour la possibili- 
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3u développement de l'intégrale suivant les intégrales successives de 
la fonction arbitraire qu'elle doit renfermer , font partie des conditions 
feïaiives à la possibilité de l'intégration de la proposée en termes finis. 

tNous terminerons ici en remarquant qu'indépendamment de ce que 
série fFJ peut être sommée, à i'aide d'intégrales définies, par la 
rnéthode donnée par M. Laplace, dont nous avons parié ci - dessus , 
fette même série et telles que nous avons désignées par (BJ, (D) et (E) ^ 
•euvent toujours l'être également , en faisant usage des méthodes îndi- 
piées à la fin du Mémoire précédent. 
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ESSAIS 

' Sur V Art de projeter les Canaux de navigation; 

....•..■-.• . • . ■' 

Par MM. DÛPuis-ToRcir et B. Bris son, Ingénieurs des ponts et 
chaussées \ anciens ÉièVes rfe l'École polytechnique ( i ). 

■ ■ * 

Ju'art de projeter les canaux présente un problème dont les éiémens 
se rapportent, les uns à la science économique, d autres à ia géographie 
physique , et d'autres enfin à la science des constructions. En effet , 
lorsque Ion propose un canal , on doit en déterminer la direction de 
manière à procurer à la nation qui l'entreprend , le plus grand avan- 
tage avec le moins de dépense possible , question dépendante de l'éco- 
nomie publique ; et le calcul de cette dépense résulte du tracé géogra- 
phique du canal , et de la nature des constructiohs que comporte son 
exécution. On sent que ce problème général doit admettre une solution 
précise; et si Ion avait une méthode qui lafît obtenir, on résoudrait 
également une foule d'autres questions de même genre , relatives , sous 
beaucoup de rapports , à l'art de fiilgénieur. 

L'évaluation de l'avantage que produira l'ouverture d'un canal pro- 
posé, ou en général d'une nouvelle voie de communication , offre d'assez 
granjjes difficultés , lors même que pour la simplifier on fait abstraction 
de plusieurs éiémens peu susceptibles de mesure , qu'elle paraît devoir 
renfermer. Il faut d'abord déterminer comment, dans un pays dont fétat 
de richesses est regardé comme constant , la production et la consom- 
mation s'opèrent , en quelque sorte périodiquement , par l'effet combiné 



(l) M. Dupuîs ^ Torcy , qui avait déjà donné des preuves d'un grand talent, est mort à 
Caïenne, où ii avait été envoyé, sur 5a demande, comme ingénieur des ponts et chaussées. 
II avait à peine trente ans. 
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es facultés et des besoins de tous les habitans; et parmi les causes qui 
ifluent sur ce mouvement révolutif de richesses ,*on doit distinguer 
îs communications qui lient les diverses parties de ce pays , soit entre 
Iles, soit avec les pays voisins. Qu on suppose ensuite l'ouverture d'une 
ouveile voie de communication : le mouvement change et avec lui l'état 
es richesses , et par conséquent la production et la consommation ; 
laîs l'une et l'autre doivent arriver , au bout d'uix temps plus ou 
Qoins prolongé, et^après avoir passé par plusieurs états variables, à un 
louvel état fixe, différent de celui qui existait avant l'introduction d'une 
:ause de changement ; et la comparaison des états postérieurs à l'état 
ultérieur donne les moyens d'apprécier l'effet produit. C'est ainsi que 
nous concevons possible le calcul de l'avantage qui doit résulter d'une 
nouvelle voie de communication; mais nous écarterons pour le moment 
ces questions compliquées, et nous remettrons à une autre époque pour 
développer nos recherches à ce sujet. 

Les constructions particulières aux canaux ont déjà, été décrites dans 
plusieurs ouvrages connus, et d'ailleurs les difficultés d'exécution qu'elles 
présentent, sont semblables généralement à celles que l'on rencontre 
«ans tous les autres travaux considérables. 

II reste à étudier la partie de l'art de projeter les canaux qui se lie 
* I4 géographie physique. Ce sera là Tobjet principal de ce Mémoire ; 
^ quoique les principes que nous allons exposer soient de nature à 
^appliquer au tracé des routes, sur- tout des routes en pays de mon- 
^gnes , comme à celui des canaux , c'est particulièrement sous ce dernier 
^int de vue que nous comptons les envisager. 

I*es canaux se divisent en deux classes ; dans la première sont ceujc 
^înés à suppléer la navigation difficile ou impossible des rivières et 
^^ fleuves; ils sont établis dajis les mêmes vallées, et leurs eaux en sont 
^tivées; on les appelle canaux de dérivation. Dans la seconde classe 
^^t les canaux qui ont pour objet de créer une ligne navigable entre 
s bassins dç deux rivières , en franchissant la chaîne de montagnes qui 



1 
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les sépare. Il y a donc sur celte chaîne un point auquel les eaux doivent 
être d'abord amenées, pour être ensuite partagées entre les deux branches 
du canal qu'on se propose d'établir , et ces sortes de canaux , pour celte 
raison, se nomment canaux à point de partage. Ces derniers, outnf 
les difficultés qui leur sont communes avec les premiers , en offrent de 
particulières, et c'est pourquoi nous les considérerons principalement. 
On voit donc que, pour projeter en général un canal de navigation, H 
■ convient* d'étudier les rapports qui existent entre les cours d'eau dei 
pays qu'il doit traverser, et leur configuration. 

Un pays quelconqoe est, en général, composé ou du système de cej 
• chaînes de montagnes qui sont séparées par les lignes des plus grandej 
profondeurs, par les thalwegs des bassins de ses rivières, ou du système 
des bassins de ces rivières que séparent les lignes des sommités. Ln 
^ grandes rivières , les fleuves, ont des rivières alfluentes ; celles-ci en 
' reçoivent d'autres , et ainsi de suite jusqu'aux moindres ruisseaux qui 
' prennent leurs sources près des faîtes des chaînes de montagnes. De 
même les principales chaînes de montagnes ont de premières raminca- 
' tions; d'autres ensuite, et divergent ainsi jusqu'à leurs derniers appen- 
dices, c'est-à-dire, jusqu'aux caps qu'elles forment sur les bords des 
rivières et des mers. On a de la sorte des chaînes et des bassins de 
divers ordres , et l'on doit remarquer qu'une chaîne ou un bassin d'un 
ordre quelconque, est entièrement composé d'une suite de chaînes cm J 
de bassins de l'ordre immédiatement inférieur, 1 

Si l'on embrasse sous le même point de vue de plus grands espaces , ' 
on sera conduit à considérer les continens comme de vastes chaînes , 
dont les faîtes circonscriront les bassins des mers , et qui seront elles- 
mêmes séparées au-dessous des eaux par de simples lignes , qu'on peuï 
appeler [es thalwegs de ces immenses bassins. La surface entière de *>■ 
partie solide du globe pourra de la sorte être indifféremment regari<:ï 
comme composée , soit de la chaîne des continens , soit du système *jc 
bassins des mers, en concevant, ainsi que nous l'avons fait, les un^ * 




^m 
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très de ces grands éiémens étendus jusqu'à leurs dernières et véri- 

lables limites. Il nous suffira de ces seules observations pour reconnaître 

les principales propriétés de la surface terrestre relatives à notre objet. 

On aperçoit d'abord que les parties de cette surface qui se succèdent de 

k chaque faîte à chaque thalweg , et de chaque thalweg à chaque faîte , ont 
des pentes alternatives, c'est-à-dire sont inclinées dans des sens opposes à 
l'égard de l'horizon. Or, ces pentes, quoique susceptibles de quelques 
variations dans le sens de leur longueur , peuvent s'exprimer sensible- 
ment par des plans, qu'on concevra plus ou moins étendus, selon que 
les pentes qu'ils devront représenter appartiendront à des chaules ou 
à des bassins des premiers ordres ou des ordres inférieurs; et tous ces 
plans étant classés et réunis selon les ordres des chaînes et des bassins 
auxquels ils correspondent , formeront , par leurs divers ensembles , 
des polyèdres , dont chacun représentera la surface terrestre avec plus 
ou moins de précision, et qui en approcheront déplus en plus, à mesure 
que le nombre de leurs faces sera plus grand , et chacune de ces taces en 
même temps terminée par des limites plus resserrées. 

tLa nature des recherches que nous avons à faire sur cette surface, 
let cependant des bornes à cette approximation. Si l'on y considérait 
es parties trop petites , les moindres inégalités y deviendraient très-sen- 
^ibles, et les polyèdres qu'il faudrait imaginer pour exprimer toutes ces 
illégalités, n'auraient plus la propriété que nous attribuons à la surface 
^ laquelle nous les comparons , d'être composés de pentes alternatives, 
il convient donc de ne comprendre dans la série de ces polyèdres , 
cjue ceux dont les faces seront terminées par des limites très-prononcées, 
telles , par exemple , que les fiiîtes et les thalwegs qui , sur les continens , 
séparent les bassins ou tracent les cours des derniers ruisseaux. 

Nous devons encore remarquer que, si l'on considère sur la même 
surface de très-grandes parties, il deviendra nécessaire de faire parti- 
ciper à sa courbure générale les surfaces par lesquelles on se proposera 
d'en exprimer les pentes : en effet, ces surfaces étant inclinées dans un 
même sens sur de très -grandes longueurs, et faisant les mêmes angles 
J^IV.' Cahier. h\ 
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avec des verticales dont la convergence deviendra sensiMe , seront né- 
cessairement des surfaces courbes. li est aisé de voir qu'elles seront 
à -peu «près, à l'égard des surfaces en générai» ce que sont les spirales 
à regard des lignes. On pourra cependant en composer des polyèdres à 
faces courbes , qui conviendront pour représenter la surface du giobe , 
iorsquon nen voudra considérer que les plus amples inégalités'; et ion 
parviendra de la sorte au sphéroïde, par lequel on a coutume de repré^ 
senter la forme la plus générale de la terre, et dont la surface a la pro« 
^ priété d'étft. constamment perpendiculaire aux directions, de la pesanteur 
dans tous ses points : nous l'appellerons sphéroïde des mers, parce qu'en 
effet sa surface comprend celle des mers , en faisant abstraction de leure 
oscillations dues à l'action des corps célestes. Ce sphéroïde termine donc 
dans ce sens la série des polyèdres propres à l'expression des inégalités 
de la superficie terrestre. ' . 

Maintenant, puisque ces polyèdres ont pour limite commune , et circons^ 
crivent tous une même surface horizontale dans tous ses points, et qu'ils 
s'en éloignent successivement en devenant de plus simples, plus cotth^ 
posés , c'est une conséquence que , de proche en proche , dans cet ordre 
chacune des faces de l'un quelconque d'entre eux corresponde à plusieuir^ 
faces du polyèdre suivant , et que les faces des derniers polyèdres soient 
toujours plus inclinées à l'horizon que celles des polyèdres précédens. 
On a donc des plans de pente de divers ordres , selon les ordres des 
polyèdres auxquels ils appartiennent. 

Les pentes des ordres supérieurs peuvent être appelées des pentes 
générales à l'égard des pentes des ordres inférieurs ; réciproquement 
celles-ci sont des pentes directes , inverses et latérales , selon le» directions 
qu'elles ont à l'égard des pentes générales ; et , d'après ce qui précède , 
il sufHt d'imaginer le triangle formé par les directions de deux pentes 
opposées , contiguës à un même faite ou à un même thalweg, et dé la 
pente générale à laquelle Tune et l'autre se rapportent, pour apercevoir 
qu'entre les pentes d'un même ordre, rapportées à une même pente gAié* 
raie, les pentes inverses sont ordinairement les plus courtes. 
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Ces propriétés résuttent uniquemen^cie ia considération progressive 

4ies. polyèdres terrestres » et de la nature des sphéroïdes dont nous avons 

^u quils s'éloignaient successivement et parles degrés les plus rapprochés^ 

£n outre t puisque la surface de la terre est entîèrevnént composée ^ 

^'une part » de pentes alternatives » et , d'une autre part , des système^ 

4le ses chaînes ou de ses bassins» il s'ensuit que chaque chaîne ou chaque 

l>assin se compose uniquement de deux pentes séparées par un faite ou 

par un thalweg. Chacune des deux pentes appartenant à une chaîne oïl 

£^ un bassin d'un ordre quelconque 1 sera donc entièrement composée 

<ies pentes alternatives d'une suite de chaînes et de bassins de l'ordre 

immédiatement inférieur. 

Or, si l'on considère l'une de ces deux pentes , on devra remarquer que 
les faites et les thalwegs secondaires , entre lesquels se trouvent les pentes 
alternatives dont elle se compose , se rattachent latéralement au faîte et 
^u thalweg principal qu'elle réunit ; et comme la direction des pentes^ 
«a toujours lieu de chaque faîte à chaque thalweg , H s'ensuit que eei 
pentes secondaires sont des pentes latérales par rapport à la pente prin-^ 
^pale proposée. Ainsi une pente d'un ordre quelconque est toujours 
icomposée d'une suite de pentes alternatives de l'ordre immédiatement 
inférieur, et qui sont latérales par rapport à elle; chacune de cetles-cï 
est pareillement composée d*une suite de pentes alternatives de l'ordre 
immédiatement inférieur , qui sont latérales par rapport à elle* même, 
«t qui se trouvent par conséquent des pentes directes et inverses à l'égard 
de la pente précédente. On retrouverait, en continuant, de nouvelles^ 
pentes latérales à l'égard de la même pente , et ainsi de suitef^ 

Cette disposition, en quelque sorte symétrique, fbrme un nouveau 
caractère de la surface de la terre et de celle des polyèdres successif 
qui la représentent. 

Nous avons encore à considérer le» rapports qui exîsten* entre ieS 
&6es deê polyèdres et les arêtes qui terminent ces faces , entre celles 
de ces arêtes qui appartiennenc à des angles saillaol^ et celle)^ qui 
appartiennent à des anglesi rentrons, afin d'en conckre des rapports 

Ll 2 
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analogues eirtre les faites» les thalwegs et les pians de pentes des diverses 
chaînes et bassins; cela sera facile» d après ce qui précède. Ces rapports 
se réduisent en effet, pour les polyèdres, à ce que les situations respec- 
tives des faces lésultent de cîeiles des arêtes, et réciproquement à ce 
que les inclinaisons des arêtes résultent de celles des faces. Ainsi , sur 
la surface de la terre, les pentes des deux revers d'une chaîne vers 
les thalwegs qui la terminent étant indiquées , ainsi que les pentes 
propres à ces thalwegs , et leur position , la situation des plans qui 
forment ces revers est déterminée, et Ion en conclura celle du faîte 
qui en est la limite commune. Sembiablement , la pente du thalweg 
d'un bassin résultera des pentes supposées connues des deux faîtes qui 
le terminent, et des propres pentes latérales de ce bassin vers son 
thalweg. 

En continuant cette marche , nous pourrions de ces résultats sur les 
situations et les pentes générales des faîtes et des thalwegs , passer à 
d'autres sur les situations et les pentes de leurs parties ; mais nous ne 
nous étendrons pas davantage pour le moment sur les propriétés de 
la surface terrestre comparée à des polyèdres, et nous allons considérer 
de nouvelles surfaces géométriques propres à en exprimer , d'une manière 
approchée, toutes les inégalités. 

En effet, ainsi que nous l'avons déjà obseivé , la représentation des 
pentes alternatives de la surface terrestre par des plans ou des surfaces 
spirales , non-seuletment a des limites qui en restreignent la possibilité , 
mais même, lorsqu'elle est possible, est encore loin d'être rigoureuse. 
Dans la réalité actuelle , cette surface est une et continue , et le passage 
de l'une quelconque de ses pentes à la pente opposée , n'est pas brusque 
en général , et se fait au contraire d'une manière insensible ; en sorte 
que si on la conçoit coupée par des plans verticaux, les lignes de sec- 
tion seront des courbes continues à sinuosités alternatives, et dont les 
tangentes se trouveront horizontales dans des points où en même temps 
ies hauteurs verticales seront des mqxima ou des minima. 
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Or, il est évident qu'on peut attribuer plus ou moins d'amplitude 
^x sinuosités de ia surface terrestre envisagce sous ce point de vue, 
Hwnsi qu'aux systèmes de lignes qu'on y concevra tracées , selon les 
ordres divers des chaînes ou des bassins dont on la regardera comme 

> composée ; on peut donc ia représenter avec des degrés successifs d'ap- 
pfoximatîon par des surfaces continues à sinuosités alternatives, comme 
nous l'avons fait par des polyèdres terminés par des faces faisant entre 
«Iles alternativement des angles saiilans et rentrans. Les circonstances 
dciermineront sur le choix de ces deux systèmes de représentation, et 
l'on se rappellera toutefois que, malgré que le dernier soit le plus ri- 
goureux , ils sont établis l'un et l'autre sur l'observation fondamentale 
des pentes alternatives de la surface terrestre. ' 

Au surplos, les différentes parties de ces nouvelles surfaces succes- 
sives, comparées entre elles, ont les mêmes dispositions que les faces 
des polyèdres que nous avons considérées. Nous rappelant donc ce que 
nous avons dît à l'égard de ces polyèdres, et revenant aux propriétés 
des faîtes et des thalwegs , nous observerons que ia direction générale 
d'un faîte quelconque, par exemple, traverse, à-peu-près à angles droits ► 
les pentes principales des deux revers que ce faîte sépare : il doit donc,' 
dans beaucoup de cas, participer aux pentes latérales alternatives de ces 
Jeux revers ; cela n'est pas nécessaire cependant, et il peut, en faisant 
^ d ivers contours , parcourir les plans de ces pentes alternatives , et en couper 
^^ks faites et les thalwegs, sans alterner dans le même sens ses propres 
^ pentes; il pourra même les alterner dans un sens opposé. Selon les divers 
accidens du terrain, les faîtes forment donc des courbes sinueuses dans 
Jivers sens , en sorte que leurs projections horizontales et verticales 
forment aussi des courbes sinueuses offi-ant des arcs alternatifs. 

Nous entendons ici par projections horizontales, les projections faites 
par des lignes verticales sur une surface parallèle au sphéro'ide des mers, 
et par projections venicales, les projections faites par les lignes les plus 
courtes parallèles au même sphéroïde , sur une surface composée de 
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verticales, et ayant pour trace sur ce aphiîroïde une ligne dont la loi 
kgueur est un minimum, \ 

Si donc on considère les projections verticales des faîtes, on api 
' çoiî, indcpendamnient des pentes géncraJes quils peuvent avoir da 
lift totalité de leurs longueurs, des pentes alternatives correspondanfi 
\i)u non aux pentes alternatives des revers qu'ils séparent, et qu 
I :ter minent insensiblement aux points de ces faîtes où leurs tangent 
C devenant horizontales, leurs hauteurs verticales peuvent être àç& nuixin 
Wst^ des minima. 

Ces pentes sont de divers ordres, comme toutes celles que no 
[ Wona considérées jusqu'à présent ; on doit seulement observer à i 
Ti^gard que les pentes propres à des faîtes ne pouvant être latérales ! 
iunes à l'égard des autres, leurs ordres successifs, comparés à ceux i 
[pentes des surfaces dont elles /ont partie, ne peuvent procéder au pi 
que de deux en deux. Les mcmes rapports existent entre les arcs àa 
I chacun se compose de deux de ces pentes ; et les différences entre 
I phis grandes et les plus petites de leurs hauteurs, deviennent d'auia 
'moindres qu'ils ont moins d'amplitude, et qu'ils vont s'éioignant d 
ï premiers ordres. Ces propriétés des faîtes sont évidemment commui 
( aux thalwegs. 

Maintenant, pour obtenir les points les plus élevés ou les plus I 
I des arcs que forment les thalwegs et les faîtes, proposons - nous i 
I médiatement de déterminer les points de la surface terrestre, dont 
f Hauteurs sont des maxhna ou des minima ; et d'abord , pour fixer n 
\ fdées, nous ne considérons que les plus amples sinuosités de la surfa 
L-ferrestre, celles, par exemple, que présentent les chaînes ou les bassi 
\ des premiers ordres conçus terminés aux thalwegs ou aux faîtes (]\à i 
I circonscrivent. Nous remarquerons que sur cette surface les courb 
! perpendiculaires aux faîtes ou aux thalwegs ont, dans leurs point» < 
rencontre avec les unes et les autres de ces lignes, des tangentes hi 
Vïntales ; ainsi, dans les points de rencontre mutuelle des faites et 
tfealweg^ , les cotirbes qui leur sont respectivement perpendiculaires»- 
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wncontrant également, le plan tangent à la surface qui devra passer 
par les tangentes horizontales de ces dernières courbes, sera nécessai- 
jfement horizontal. Les points où les hAiteurs de la surface terrestre 
peuvent être des maxima ou des minima , sont donc déterminés par les 
.^«ncontres mutuelles des faites et des thalwegs, en concevant que les 
^^ices ou thalwegs qui se rattachent à un même point d'un thalweg ott 
i^un faite de f ordre supérieur, forment une ligne continue qui coupe 
.^elle du &ite ou du thalweg principal. 

Ensuite si, de part et d autre de chacune de ces lignes de thalwegs 
^u de faites, on suppose tracées des lignes A et A , B et ff , qui leur 
soient parallèles: i.^ ou ces dernières lignes seront toutes convexes, 
et la surface sera entièrement convexe ; sa hauteur au point de rencontre 
que ion considère sera donc un maximum absolu : 2.^ ou elles seront 
toutes concaves, et la surface sera entièrement concave; sa hauteur au 
point proposé sera donc un minimum absolu : 3 .® ou deux d'entre elles 
A et A\ par exemple, seront convexes, B et Bf étant concaves, et là 
«wrfkce sera en partie convexe et en partie concave ; sa hauteur au point 
P>x>posé sera donc un maximum ou un minimum relatif. Il peut encore 
• oflfrîr d'autres cas moins -importans , tels que ceux où les lignes A et A 
^«Uit toutes deux convexes ou concaves , des deux lignes B etBf ^ l'une 
^t convexe, l'autre est concave ; la surface alors a dans le point pro- 
posé une de ses courbures nulles, ou, ce qui revient au même, une 
inflexion horizontale. Il est facile de voir que ces différens cas auront 
'«eu respectivement, lorsqu'à un' même point d'un faîte ou d'un thalweg 
•*Uti ordre quelconque, <se rattacheront , et toujours latéralement, deux 
'•itesou deux thalwegs de l'ordre immédiatement inférieur, que l'on 
leurra concevoir former une ligne continue : c'est à savoir le prenHer 
^^ 9 lorsqu'à un faîte se rattacheront deux faîtes secondaires ; le 
^uxième cas, lorsqu'à un thalweg se rattacheront deux thalwegs se- 
^^Huiaires; le troisième cas, qui est unique, quoiqu'il puisse se présenter 
^■^ dpux manières différentes, lorsqu'à un faîte se rattacheront deux 
***i'wegs secondaires , ou à un thalweg deux faîtes secondaires ; les autres 



272: GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

cas enfin auront lieu , lorsqu'à un faite ou à un thalweg se rattacheront un 
faite et lin thalweg secondaires : ces dernières combinaisons ne peuvent 
se rapporter qu'aux points éSctrémes des sinuosités que présentent les 
projections horizontales des faîtes ou des thalwegs proposés ; mais dans 
ia rigueur géométrique , elles n'arriveront que rarement , Tinfilnâon hori- 
zontale n'étant qu'un cas particulier par rapport aux autres cas 6éynaximum, 
Lçs points :de la surfece de la terre , dont les hauteurs sont des 
maxima ou des minima , étant ainsi déterminés par les rencontres mu- 
tuelles des thalwegs et des faîtes , ces mêmes points se trouvent immé- 
diatement ceux où les hauteurs de ces lignes sont des maxima ou des 
minima. 

Jusqu'à présent y nous n'avons considéré sur chacune des surfaces i 
sinuosités alternatives par lesquelles nous avons représenté la surface 
de la terre, quun petit nombre de lignes remarquables. Pour définir 
complètement Tune quelconque de ces surfaces, nous devons y consi- 
dérer un système de lignes dont elles puissent se composer entièrement 
Parmi celles qu'on pourrait adopter , nous choisirons les lignes de plus 
grande pente, comme se rapportant plus directement à notre objet. 
Le caractère de ces lignes est d'être constamment perpendiculaires aux 
courbes horizontales que Ton pourrait tracer par leurs difFérens points 
sur la surface proposée. On formera donc de la sorte deux systèmes de 
lignes perpendiculairement trajectoires lés unes aux autres ; en sorte 
que , quand un des systèmes sera donné , l'autre s'ensuivra nécçssiûre- 
ment. On obtiendra les courbes horizontales , en concevant la surface 
proposée coupée par des surfaces horizontales ou parallèles au sphéroïde 
des mers; les lignes de section seront évidemment des courbes à sinuo- 
sités alternatives , et Tune d'elles , par exemple , est la ligne à^s çôtei 
maritimes. 

Les lignes de sections horizontales ne pouvant jamais se rencontrer, 
les lignes de plus grande pente, qui en sont les trajectoires perpendi- 
culaires, ne peuvent pas non plus, en général, se rencontrer; en efi^t, 

soient 
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jsoient supposées dabord à des distances finies les lignes horizontales 

données , ces lignes étant tracées sur une certaine surface , et liées entre 

^ies par une loi de continuité. Si, par un point quelconque de l'une 

>id elles, on conçoit une ligne polygonale formée de la suite des plus 

«tf ouïtes perpendiculaires à ces lignes consécutives, cette ligne, en général, 

^ioit être unique; et comme cette propriété a lieu, quelque petites que 

râ9oient les distances qui séparent les courbes horizontales , elle aura lieu 

encore lorsque ces courbes étant multipliées à Tinfitii, et leur distance 

iriuile , la ligne polygonale deviendra une ligne de plus grande pente ; 

£« lignes de plus grande pente ne peuvent donc avoir , en général , de 

points communs. 

Parmi ces lignes, on doit comprendre les faîtes et les thalwegs. Eh 
^effet, d'après ce qu'on a vu, si Ion fait perpendiculairement à un faîte 
ou à un thalweg, une section dans la surface, cette section a dans ce 
point sa tangente horizontale , et les lignés de faîte ou de thalweg tou- 
jpurs perpendiculaires à ces tangentes , sont des lignes de plus grande 
pente. On voit qu elles sont les limites entre les deux systèmes des lignes 
^e plus grande pente , situées sur f une et l'autre des deux pentes alter- 
ïïatîves qu elles séparent. 

Quoique les lignes de plus grande pente ne puissent avoir en général 
^e points communs , elles peuvent cependant se rencontrer dans les points 
^nguliers de la surface. En effet, i.° lorsque la hauteur de la surface 
^^t un maximum ou un minimum absolu , la ligne de section horizontale , 
9*^1, un peu plus bas ou un peu plus haut, était une courbe fermée, se 
'^uît à un point ; et une infinité de lignes de plus grande pente , peu- 
*^tit partir de ce point dans toutes les directions. Parmi ces lignes , on 
^^it remarquer les deux lignes de faîte, ou les deux lignes de thalwegs 
^^ se rencontrent et se croisent dans les points proposés. 

-i.® Lorsque la hauteur de la surface est un maximum ou un minimum 

'^latîf, la courbe horizontale qui, un peu plus haut ou un peu plus bas, 

'^^t formée de deux branches opposées aux sommets , obtient par le 

^^pprochement de ces sommets , un point double , duquel partent deux 

XIV/ Cahier. - ' Mm 
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lignes de plus grande j>ente qui se croisent en ce point ; et ces dein 
lignes sont la ligne de faîte et celle de thalwegs dont nous avons vu 
que la rencontre déterminait ce même point. 

3 .^ Dans les points où la surface a des inflexions horizontales , la 
lignes de section horizontale prennent une forme qui se compose dt 
fune et de i autre de, celles que nous avons décrites dans les cas pré* 
cédens , et les lignes de plus grande pente suivent , ep conséquence 
de cette forme, des directions diversement multiples quil est aisé dt 
se représenter. Parmi ces lignes , on doit encore distinguer les faites et 
les thalwegs qui se rencontrent dans ces points dmflexion. 

L'étude des lignes que nous venons de considérer, se lie entièremeni 
à celle du cours des eaux sur la surface de la terre. £n effet , les eau> 
se partagent sur les faîtes des chaînes de montagnes , coulent sur leun 
revers, en suivant les lignes de plus grande pente, et vont se réunii 
dans les thalwegs- L'observation complète du cours des eaux ferait donc 
connaître exactement, non-seulement les thalwegs de tous les bassins, 
mais encore les lignes de plus grande pente , et même jusqu'aux faîtes 
de toutes les chaînes de montagnes; et, comme nous l'avons vu, le 
système de toutes ces lignes définit rigoureusement la surface terrestre, 
et la compose entièrement. 

Pour rendre utiles ces derniers résultats, après avoir exprimé géo- 
métriquement la nature et les propriétés de la surface de la terre, il 
nous reste à en obtenir la représentation graphique la plus convenable , 
et ensuite à indiquer l'usage de cartes faites d'après les méthodes des- 
criptives employées généralement. Toute méthode pour représenter une 
surface se réduit, en général, à faire les projections d'un système quel- 
conque de lignes qui la définissent. Nous pourrons donc représenter la 
surface de la terre par les projections des lignes de section horizontale, 
ou par celles des lignes de plus grande pente que nous avons précédem- 
ment considérées. Ces deux systèmes de lignes ont l'avantage de se suc- 
céder suivant des lois simples et faciles à saisir , et elles conservent 
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en outre, dans leurs projecuons horizontales, la propriété qu'elles ont 
sur la surface à laquelle elles appartiennent, d'(?tre réciproquement des 
trajectoires perpendiculaires les unes aux autres ; en sorte que la pro- 

, jection d'un des deux systèmes étant donnée, la projection de l'autre 
s'ensuivrait rigoureusement. La considération de ces deux systèmes de 
Jignes a fourni, en effet, les élémens des diverses méthodes descrîp- 

I -tives «mpioyées avec plus ou moins d'intelligence dans les cartes 
topographiques, et quî se réduisent à tracer leurs projections horizon- 

I taies ensemble ou séparément. 

Lorsque l'on considère les lignes de section horizontale seules, et 
^ue l'on conçoit les sections faites à des intervalles égaux et connus, 
ieurs projections ont l'avantage de peindre à l'oeil et d'exprimer exac- 
tement les contours et le relief du terrain. Les projections des lignes 
de plus grande pente offrent aussi le figuré du terrain ; et prolongées 
dans toute leur étendue, elles approchent tellement des projections des 
iaîtes et des thalwegs, qu'elles peuvent en quelque sorte les tracer. Si 
m^me , malgré que cela ne soit pas rigoureusement exact , on admet que 
leSi eaux se partagent sur les lignes géoméiriques qui forment les faîtes, 
et se réunissent pareillement dans les lignes géométriques qui forment 
les thalwegs, les courbes de plus grande pente, considérées de part et 
d'autre d'un faîte ou d'un thalweg, se rencontreront deux à deu\ sur ces 
lignes principales; et dans leurs points de rencontre, elles devront être 
tangentes entre elles , pour ne pas cesser d'être perpendiculaires à la 
Cïurbe continue de section horizontale : le faîte ou le thalweg qui les 
sépare devra donc aussi leur être tangent ; ainsi, chaque faîte ou chaque 
ilialweg sera tangent aux deux systèmes de lignes de plus grande pente 
qu'il sépare, et en sera généralement (a courbe enveloppe. Dans ce ca)*. 
l'ensemble de ces lignes le déterminerait entièiement. 

Non -seulement ces considérations offrent les moyens de représenter 
avec exactitude , dans les cartes topographiques , un terrain de peu 
d'étendue ; elles sont susceptibles de s'appliquer encore aux grandes 
irte* géographiques. En effet, par un système d'opérations parallèies A 

Mm i 
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Celles que l'on est obligé de (aire pour déterminer les projections hoi 

zontales des points principaux de la surface terrestre, on pourrait obtei 

les hauteurs verticales de ces points; et en les supposant convenablemei 

choisis, l'ensemble de ces deux systèmes d'opérations définirait as! 

I complètement fa surface terrestre ; en sorte qu'on en pourrait conclui 

! non -seulement les projections horizontales des thalwegs et des faîtes 

^ mais encore celles d'un nombre quelconque de courbes de section horf 

zontale, rencontrant à des hauteurs connues les premières lignes : 

conviendrait évidemment que les points que doivent déterminer ci 

opérations appartinssent immédiatement à des faîtes ou à des thaiwç] 

On aurait ainsi une représentation assez complète du sol terrestre, dû 

les cartes ordinaires ne donnent que les simples projections horlzo 

; taies. Telles sont les principales méthodes de description graphique c 

I résultent des définitions de la surface terrestre que nous avons préoj 

f tiemment données. 

Mais, dans la plupart des cartes actuelles, les lignes de section hoi 

• zontale, ni en général celles de plus grande pente, ne sont dessinée! 

; elles ne donnent point les projections des faîtes; et les projections mêi 

"•"des thalwegs indiqués sur le terrain par le cours des eaux, ne s'y ttt 

'vent tracées que jusqu'à quelque distance des faîtes. N'ayant donc -pi 

' conclure la configuration du sol terrestre que la description incompi 

du cours des eaux , on ne peut parvenir à cet égard qu'à des résuit 

' dépourvus de précision ; et ces résultats doivent se borner à la délen 

nation approximative des parties de thalwegs non indiquées par le tn 

' .des cours d'eau, et à celle des faites et de leurs points principaux «J 

■nous avons besoin de considérer- Les mêmes données peuvent conduî 

'■pncore à reconnaître le sens, mais non à estimer la quantité des peni 

de c/;s principales lignes. 

Les cartes dont il s'agit doivent cependant guider dans la conceptii 
générale d'un projet de navigation, et dans la détermination approchi 
des points les plus importans de son tracé. En effet, ce n'est pas surj 
terrain que ces premières idées peuvejit être aperçues : la vue est 
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feîble, et s'y trouve trop resserrée pour embrasser à -la -fois le relief 
d'une grande étendue de pays, et ion risque de négliger les formes 
principales pour ne s'attacher qu'aux accidens secondaires de la contrée 
qu'on a devant les yeux. II est donc utile sous ce rapport , d'exposer 
l'usage des cartes, telles qu'elles sont le plus souvent dessinées, sans 
renoncer aux avantages qu'offrirait une représentation plus exacte du 
terrain , ou mieux encore Tétudq même des localités , pour fixer en détail 
et d'une manière précise les résultats vers lesquels on aura été dirigé par 
ks cartes ordinaires. 

C£LA posé, le cours des eaux dans les ruisseaux, les rivières et les 
jffeuves , ou leur stagnation dans les lacs et les mers , exprime , comme 
nous l'avons remarqué, les parties inférieures des thalwegs; et l'on peut 
compléter leur tracé , soit en prolongeant ces parties suivant leur loi 
indiquée , soit en considérant qu'ils occupent le fond de bassins , dont 
les pentes latérales sont déterminées par des thalwegs connus d'un ordre 
infèrieur. 

On peut déduire également des mêmes données les projections hori- 
zontales des faites et celles de leurs points principaux déterminés par 
leurs rencontres, soit entre eux, soit avec des thalwegs, et le sens des 
inclinaisons de ces lignes. En effet, les faîtes des chaînes continentales 
séparent les sources des fleuves aflluens des mers opposées, de même 
les faîtes des chaînes secondaires séparent les sources des afHuens des 
Neuves y et ainsi des autres. Les projections horizontales des faîtes, et 
toutes les sinuosités de toutes ces projections , sont donc faciles à déter- 
^minçr lorsque l'on connaî^ le cours des eaux. De plus , nous avons vu 
^ue les inclinaisons générales des faîtes résultent des pentes déterminées 
par les thalwegs de même ordre qu'ils séparent , et ces pentes sont indi- 
quées par le cours des eaux qui suivent ces thalwegs. Ainsi, les faîtes 
des chaînes continentales n'ont point de pentes générales, puisqu'ils 
séparent des mers dont les eaux n'ont pas de cours ; les faîtes des chaînes 
secondaires partieipent aux pentes générales indiquées par les fleuves 



"278 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 

parallèles affluens des mers , et ainsi de suite. Enfin , puisque les prd 
rjections horizontales de tous les thalwegs et de tous les laites peuvel 
l ^re tracées, les points où les faîtes principaux se trouvent renconirl! 
I 4-!a-fois par deux faîtes secondaires opposes , ou par deux thalwegs, 4. 
l'^r un faîte et un thalweg, sont évidemment indiqués, et l'on a toli 
L *Ce qu'il faut pour conclure le sens de leurs pentes alternatives. L'i 
[•"roit, en outre, que ces divers résultats s'obtiendront avec d'autant ptt 
►■"de précision, que les cartes dont on fera usage, indiqueront un pUi 
I grand nombre de thalwegs des ordres les moins élevés. 

Au reste, il nous importe principalement de connaître les poi 
«les faîtes dont les hauteurs verticales sont des minimn , et on peut 
■obtenir immédiatement, d'après les différentes considérations qui oj 
I ^précédé. Il nous suffira de rechercher ces points dans les arcs les ph 
lamples dont puissent se composer les faîtes principaux , et la mêni 
ISnarche s'appliquera facilement aux faîtes et aux arcs des ordres inférieur 
Les cours de deux fleuves comparés entre eux et au faîte qui les î 
Ipare, en considérant les cas extrêmes, peuvent être opposés ou parallèh 
l-S'ils sont opposés, leurs thalwegs prolongés jusqu'à ce faîte, le rencoii 
Ëtrent sensiblement en un même point qui se trouve de la sorte dén 
f%niné; et d'après ce qu'on a vu précédemment , la hauteur du faite 
ce point est un mimmum. Si les cours des deux fleuves proposés s<À 
parallèles, ils peuvent être dirigés dans le même sens, ou en sens co| 
traire : s'ils sont dirigés dans le même sens, le faîte, comme nous l'avoi 
vu, participe à leur pente commune. Les miuimn de ces hauteurs n'î^ 
particnnent alors qu'à des arcs d'un ordre secondaire, et doivent êtl 
déterminés par les affiuens des fleuves proposes : s'ils sont dirigés en s< 
contraire, la pente du iaîie qui les sépare paraît indéterminée, et (' 
ne p&ut reconnaître, comme dans le cas précédent, les miiiinm de t 
hauteurs qu'au moyen des affluens. Cependant si l'on remarque que H 
cours d'eau sont plus rapides vers les sources que vers les embouchure; 
on peut apercevoir, /} priori , que le faîte a deux pentes alternative! 
correspondantes aux pentes opposées des deux fleuves , et qu'il do 
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-jurce à lautre un arc susceptible de minimum. La consH 

illluens donnerait ensuite les moyens de fixer avec plus 

ies points du faîte auxquels appartiennent les moindres! 

peut rapporter à ces cas principaux tous ceux dans les- 

; > des fleuves sont en partie parallèles et en partie opposés* 

Il effet , prolonger les parties divergentes de ces fleuves 

elles se rencontrent sur le faîte intermédiaire, et elles y 

i un point de minimum. 



une application de cette théorie. Le continent de l'Europe 

i deux pentes, dont Tune verse ses eaux dans la mer Bal- 

is rOcéan , et lautre dans la mer Noire et la Méditerranée; 

•ji est déterminée par un faîte principal, qui, après avoir 

>ie de lest à l'ouest, entre en Europe aux sources du Puzora 

affluens du Wolga , traverse la Russie , la Pologne , fa 

îoLJte TAllemagne, et vient sur les Alpes, après avoir passé 

s sources du Danube ; de là, séparant les bassins du Rhin 

, ce faîte vient sur le Jura et sur les Vosges ; il descend des 

continuant de circonscrire le bassin du Rhône qu'il sépare 

la Seine et de la Loire , se rend aux Cévennes , et de là 

■ 

s Pyrénées; après quoi il traverse l'Espagne, et va se terminer 

' , ou plutôt il passe sous la mer pour se rattacher à l'Afrique. 

ns de nommer les points les plus élevés de cette ligne, depuis 

jusquaux Pyrénées, et ils sont évidemment indiqués, parce 

Glissent des rivières dont le$ pentes latérales déterminent des 

condaires qui se rattachent de part et d'autre en un même poir^ 

' principal. Les points les plus bas sont également faciles à re- 

tre. En effet, l'Aar affluent du Rhin d'une part, et le Rhône de 

, divergent dans des directions parallèles au Jura. Les thalwegs 

é»:par cette partie de leurs cours étant prolongés, doivent donc 

ir en un même point du faîte principal. Ces prolongemens 
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sont indiqués pour F Aar par TOrbe , et les lacs de Bienne et de Neùf- 
châtel ; et pour le Rhône , par la Veroge affluent du lac Léman. Les 
pentes latérales vers ces thalwegs sont d'ailleurs indiquées par les parties 
supérieures et parallèles de leurs cours, et par les torrens qui viennent 
du Jura. Le faîte principal descend ensuite du Jura pour remonter sur 
les Vosges ; relativement à cette partie, Tlil affluent du Rhin» et le Doubs 
affluent de la Saône et du Rhône, prennent des cours entièrement dî- 
vergens, et leurs thalwegs prolongés se rencontrent en. un même point 
du faîte à l'est de Béfort dans le département du Haut- Rhin. Les 
parties inférieures des cours de la Largue affluent de TIll, et de i'Halène 
affluent du Doubs, appartiennent à ces thalwegs, et les parties supé< 
rieures des cours de ces rivières d'une part, et de la Savoureuse et de 
la DoUeren de l'autre, indiquent les pentes latérales vers ces mêmes 
thalwegs. Le point du faîte , dont la hauteur est un minimum ,- est donc 
déterminé dans cette partie. Entre les Vosges et les Cévennes, les 
cours de la Saône et du Rhône , d'une part , et celui de la Loire , de 
l'autre, suivent en sens contraires des directions peu divergentes d'abord, 
et ensuite parallèles; entre la source de la Saône et celle de la Loire, 
il doit donc y avoir un point dont la hauteur soit un minimum, et il' 
^udrait déterminer ce point par la considération des affluens de ces 
fleuves dont les thalwegs seraient opposés : or, il est immédiatement 
indiqué aux étangs de Longpendu , dont les eaux se partagent en e&t 
et se rendent à ces fleuves par des cours opposés. Entre les Cévennes 
et les Pyrénées enfin , le feîte s'abaisse encore , les parties inférieures des 
cours de la Garonne et de FAude divergent , et leurs thalwegs se j^Won^ 
gent ; savoir , celui de Garonne par le Lers , et celui de TAude par k 
Fresquel jusqua Naurouse, où ils se rencontrent sur le faîte , les pentes 
latérales vers ces thalwegs sont indiquées par les parties supérieures dd 
cours de la Garonne et de TAude, qui viennent des Pyrénées et par 
les affluens secondaires qui viennent de la montagne Noire et de f^ 
pendice qui continue à séparer le Tarn de la Garonne. 

Dans le premier de ces points, on a projeté depuis long -temps 

<f établir 
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«TAftblir une communication entre le Rhin et le Rhône par le lac de 
Neufchâlel et le lac Léman ; par le second doit passer le canal projeté qui 
réunira encore le Rhin au Rhône , par nil et le Doubs ; par le troisième; 
passe déjà le canal de Digoin ; et par le dernier enfin , passe le canal 
«lu Midi. 

Pour la détermination de ces points, nous avons supposé que l'on 
avait sous les yeux une carte présentant seulement les thalwegs suivis 
prft des cours d'eau assez considérables. Une carte qui eût offert le tracé 
d'un plus grand nombre de thalwegs , nous eût donné lieu de fixer ces 
mêmes résultats avec plus de précision; enfin nous nous sommes bornes 
à la recherche de ces points principaux : nous eussions pu semblable-; 
ment déterminer ceux analogiJes dus à des sinuosités secondaires, et, en 
général, considérer les détails dans ces applications, comme nous l'avons 
fait, ou comme nous l'avons pu faire dans la théorie qui a précédé. 

Nous devons maintenant chercher à déduire des principes précédons 
les conséquences les plus importantes à la théorie des canaux. 



Lorsque l'on projette un canal, les points auxquels il doit conduire, 

I tt quelques-uns des points par lesquels il doit passer , sont en général 

indiqués par les besoins du commerce ; on prend donc ces points 

«Oïïime des données immédiates, et l'on se borne à déterminer dans 

chacune de ses parties , la ligne qui doit les réunir. 

Considérés deux à deux, ils peuvent être situés dans le même bassin ,' 

^^ sorte que de l'un à l'autre il y ait une pente unique ; ou bien îfs 

Peuvent être situés dans des bassins diff"érens, et séparés par un faite , en 

*oi-te que de l'un à l'autre il y ait deux pentes alternatives : mais ces 

"^ux cas, qui peuvent se rencontrer pour chacune des parties de la lon- 

E'Jeur du canal, se rapportent à ceux que nous avons considérés pour 

^s canaux en générai , et qui nous les ont fait distinguer en canaux de 

*^rîvaiion , et en canaux à point de partage, et nous nous sommes fixés 

ces derniers. Embrassant donc la longueur totale du canal proposé , 

JC/K' Cahier. Nn 
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apus supjppserons, qu'il doive être uniquement composa de deux brancb<| 
, situées dans deux bassins principaux opposés, et nous chercherons 

di^terminer d'abord son point de partage sur le ikhe qui sépare c 
i ^assins, puis les lignes que devront suivre les branches de part et d'aut 
. de ce point. 

"JLepoint départage, cbmfrie nous l'avÀns déjà dit, doit être teï qu'il 
frtiisse y amener des eaux recueillies dans les parties supérieures t 
terrain, en quantité suffisante pour les besoins de la navigation; et 
est évident que la quantité des eaux qu'il sera possible de faire arrîvi 
Â ce point, sera d'autant plus grande qu'il se trouvera plus bas sur li 
faîte auquel il doit appartenir. Oii serait donc conduit par cette seii 
Considération à le fixer au point le plus bas d'un des arcs les pi 
amples dont oh puisse concevoir le faîte composé; ou, ce qui revie 
au même , en un point de là surface du terrain , dont la hauteur fût i 
maximum ou un minimum relatif, en n'ayant égard qu'aux plus grand 
sinuosités de cette sitrface : tnais en le déterminant ainsi, on rempli 
en même temps plusieurs autres conditions importantes- D'abord, 
fauteur des écluses étant fixée d'ailleurs , leur nombre se trouvera 
Bi.oindre possible, ce qui diminuera les frais de construction, et ïU| 
mentera la célérité de la navigatiorv; en second lieu . les mêmes avania[ 
seront encore obtenus, en ce que les points de la surface du terrani 
dont les hauteurs sont des maxima ou- des minima relatifs , devant 
déterminés par la rencontre de deux thalwegs opposés sur un fa| 
les deux branches de canal qui s'éloigneront peu de deux sembla^ 
tjialwegs, seront après en ligne droite, abstraction faite des sinuosi 
secondaires ; en sorte que la somme de leurs longueurs qui formt 
longueur totale du canal, sera la moindre possible : les frais de coj 
truction et la durée de la navigation sont donc encore diminués sous 
point de vue. Enfin, puisque l'on n'a égard qu'aux plus grandes sinuosités 
de la surface du terrain , la fixation du point de partage se trou«ra 
déterminée par les thalwegs des affiuens principaux des mers > 
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^fl tfùves auj()tiels le canaf doit conduire. Les deax brancfies suivront 

^P&nc> en généra!, les vallées ies plus peuplées, et passeront par les 

^villes les pins commerçantes : le plus souvent il remplira ainsi, le rrtieuX 

possible, son objet économique. 

W^ La fixation du point de partage du canal , en un point de la surface du 
Hnrain dont la hauteur est un maximum ou un ttihiimum relatif, semble 
^^6nc réunir tous /es avantages : la facilité et la céléiité de la naviga- 
tion, l'économie de la construction, enfin la direction de ses branches 
de la manière la plus favorable au commerce. C'est à quoi peuvent 
définitivement se réduire les conditions auxquelles il doit satisfaire. 
Quelques-unes, dans certains cas, pourraient ne point exiger que là 
hauteur du point de partage fût un minimum ; mais leur ensemble con- 
duira le plus souvent à ce résultat. Au surplus, des circonstances focales 
détermineront auxquelles de ces conditions il conviendra d'attacher une 
importance prééminente , et quelles seront celles qu'il sera possible ou 

tKssaire de ne pas remplir complètement (*). 
Le premier objet à se proposer est donc de chercher, entre les deux 
[sins que l'on a eu vue de réuiiii", le point de minimum du faîte, ou, 
qui revient au même, le point de maximum oa de minimum relatif de 
la surface terrestre. Les considérations que nous avons exposées précé- 
demment, fournissent ies moyens de résoudre ce problème d'une ma- 
nière approchée, d'après l'étude des cartes qui représentent ies cours 
d'eau de l'un et de l'autre de ces bassins. Pour l'arrêter ensuite d'une 
manière précise , on observe sur le terrain même les moindres cours 
^eau ; on juge à l'œil les lignes de pente, et l'on ttace le faîte; puis oa 
termine , en s'aidant de quelques opérations de nivellement, les pentes 
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f) Nous faisons totalement abstraction, dans ces recherches, dei canaux souterraint : leur 
*'^é ne dépend que très-peu de la forme des pays qu'ils iraverîent ; c'est la nature du sol 
^^lon dori lur-tout considérer pour des canaux de ce genre, et on ne peut, en effet, les tenter 
^"e lorsque le terrain permet que l'on pratique, sans trop de frais et de dangers , ces grande» 
**cavaiions. 
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alternatives de cette dernière ligne , et le point -de partage se trouve ainsi 
fixé, autant qu'il est possil^le et nécessaire qu'il le sôit, sur une ligife 
courbe, qui dans ce point se confond avec sa tangente horizontale. 

Dès que le point de partage est fixé , la direction générale des deux 
branches du canal en résuite immédiatement» puisqu'elles doivent suivre 
des vallées dont les tlialwegs se réunissent en ce point, et côtoyer en 
général ces thalwegs, en se tenant toutefois à l'abri des inondations que 
les cours d'eau qu'ils reçoivent peuvent occasionner. U s'agit de déter- 
miner sur laquelle des deux pentes de chaque vallée, l'une et l'autre 
des deux branches seront tracées. La solution de cette question dépend 
d'un grand nombre d'accidens du terrain, qu'il est impossiLiIe de prévoù 
ici. Il nous suffira de remarquer que si l'on compare les deux pentes 
latérales de chaque vallée à une pente plus générale , par rapport 
laquelle l'une soit directe et l'autre inverse , ce sera le plus souvent suc 
cette dernière qu'il conviendra préférablement de diriger et de soutenic 
le canal. En effet, des deux pentes dont il s'agit, la pente inverse sera 
généralement la plus courte, et terminée par le faîte le moins élevé : il 
s'y formera par conséquent moins de sources ; elle recevra moins d'eauM 
pluviales , et sera sillonnée par des cours d'eau secondaires moins con- 
sidérables : les ponts aqueducs ou les autres ouvrages à construire poaa 
faire traverser au canal ces cours d'eau, seront moins dispendieux, eM 
ïes biefs horizontaux assujettis à de moins grandes sinuosités. II arrivera 
pourtant beaucoup de cas dans lesquels il sera nécessaire de s'écarter 
de cette règle. 

Pour compléter l'étude des rapports qui lient le projet d'un canal 
la forme des pays qu'il doit traverser , il nous reste maintenant à cor^ — 
sidérer le tracé des rigoles destinées à conduire au point de partage 1^=?"^ 
eaux nécessaires aux besoins de la navigation. La consommation d'ea. "■-' 
d'un canal peut être rapportée à plusieurs causes principales ; le passa^^^ 
des barques par les écluses, le remplissage des biefs que l'on a vidc::^^^ 
pour ies nettoyer, l'évaporation qui a lieu à la surface d'un cana-* ^ 



J 



I 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 285 

/ïn/ïltration à travers les terres dans lesquelles il est creusé, et les fîl- 
jrations rréquemes à travers les portes des écluses. Les eaux nécessaires 
pour remplacer celles qu'enlèvent l'évaporation , l'infiltration, et même 
le remplissage d'une partie des biefs inférieurs, peuvent, dans beaucoup 
lie cas, être iournies par des prises d'eau diverses, faîtes dans l'étendue 
de la longueur des branches du canal ; mais la dépense qu'exige l'en- 
tretien de la navigation doit généralement être faite au point le plus 
élevé. Nous n'entreprendrons pas ici le calcul de la consommation d'eau 
qu'exige le point de partage d'un canal, nous la regarderons comme 
une donnée, et nous chercherons les moyens d'y satisfaire. 

C'est ici le lieu de se rappeler les considérations faites précédemment 
sur la forme que présente le terrain , dans l'espace qui environne le 
point de partage fixé , comme il a été dit, à l'un des points de maximum 
ou mittimum relatif de la surface terrestre. Q.ue l'on conçoive sur 
cette surface une ligne horizontale passant par ce point ; elle pré- 
sentera quatre branches placées chacune dans l'un des 'quatre espaces 
angulaires formés par les lignes de thalwegs et de faîtes, dont la ren- 
contre détermine le point de partage. Ces branches considérées deux à 
<ïéux , de part et d'autre de la ligne des àtux thalwegs , viennent , après 
riin nombre quelconque de sinuosités, se réunir sur le faîte, en circons- 
Fcrîvani toute l'étendue de terrain dont les eaux pourraient, physique- 
Wient parlant, être amenées au point de partage : mais il est évident 
qu'il suffit de les prolonger jusqu'à ce qu'elles aient rencontré des cours 
d'eau assez abondans, pour que leur dérivation fournisse complètement 
aux besoins du canal. On voit que les rigoles partant du point de par- 
tage doivent se tenir au-dessus des branches de cette ligne, dont il est 
luile en conséquence dans un premier aperçu , de conjecturer le tracé. 

On remarquera d'abord que les deux penips alternatives du faîte , 

r.'de part et d'autre du point de partage, étant nécessairement secondaires 

par rapport à celles des deux thalwegs qui viennent s'y réunir , sont 

^ni£rale ment plus considérables; ou, ce qui revient au même, que la 
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courbure concave de l'arc £>finé par le faite est plus grande «que tt 
courbure convexe de l'arc form^ par la réunion des deux thalwegs ; et M 
ià on peut conclure généralement » qu'en partant de ce point » les pre^ 
mières tangentes à chacune des quatre branches de fa ligne horizontalei 
diviseront chacun des quatre angles droits formés par les tangentes am 
lignes de faîte et de thalwegs , en deux angles inégaux » dont 'ie pli» 
petit sera du c6té du thalweg, et dont on pourrait calculer les vaieun» 
si Ion connaissait les rayons de courbure des lignes de thalwegs et (b 
Hàîtt 9 qui sont elles-mêmes , dans le point que l'on considère , les Iignci 
de courbure principale de la surface : or , si à ces quatre prenliièrei 
tangentes qui divisent inégalement les angles droits^ on en substitue 
d'autres qui divisent les mêmes angles en parties égales ; si, de plus, on 
conçoit une courbe formée de quatre nouvelles branches correspondantes 
à ces nouvelles tangentes, et que l'on en continue la description , en la 
considérant comme une courbe horizontale, c'est-à-dire, en s'assujet- 
tissant à la condition de rester constamment perpendiculaire aux lignes 
de pente qu'elle traverse , ses branches à leur origine se tiendront su* 
périeures à celles de la courbe horizontale qui passe par le point de 
partage,, et par conséquent elles leur seront supérieures dans tout leur 
développement. Le tracé de ces lignes peut donc être considéré cpmmQ 
une première limite approchée de la superficie de terrain sur laquelle 
on doit prendre les eaux nécessaires pour alimenter ie point de partage». 

Eh général , une seule rigole doit aller recueillir les divers cours cTcaB 
appartena'nt à chacun des quatre espaces angulaires que^nous venons ée 
considérer, en coupant successivement les thalwegs dans lesquels ces 
cours d'eau sont réunis , et les faîtes qui les séparent. Pour fixer avec 
précision les points de rencontre de la rigole avec les thalwegs et Itt 
faites , l'on établit un syalème complet de nivellement sur ces lignesi de 
manière à comparer les hauteurs de leurs diffèrens points, soit enti9 
elles,, soit avec la hauteur du bief de partage. L'on fixe alors ces points 
4e rencontre, en jugeant ^e la longueur du développement de rigole 
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^B ijùi «n résultera, et de la pente qu'il convient de conserver pour le mou- 
^H vemejit des eaux que l'on se propose de recevoir. li faut observer qu'en 
^H gcnéi-ai , il est avantageux que cette pente soit la moindre possible, afin 
^B que la rigole rencontre les diftîérens cours d'eau à une plus grande dis- 
^B tance de leurs sources, et qu'elle y trouve une plus grande quaniiié 
^F d'eau. Cependant il n'est pas indispensable que la pente soit uniforme;. 

V on peut réserver des chutes sur la longueur de la rigole, et souvent 
même il convient de le faire, lorsque, d'une part, dans la vue de dimi- 
nuer sa longueur; et, d'une autre part, ne craignant pas de manquer 
d'eau, on établit ses points de rencontre avec un ou plusieurs des thal- 
■\vegs que l'on considère, assez haut pour que la rigole puisse ^tre con- 
duite du bassin d'un des cours d'eau , dans le bassin du cours d'eau 

-voisin, en passant par un point de minimum du faîte intermédiaire. 

Nous n'avons considéré qu'un seul des quatre espaces angulaires con- 
tïgus au point de partage. En considérant ensemble les deux côtés d'une 
ïTiéme partie du faîte principal, il peut quelquefois être convenable de 
conduire les eaux prises sur i'un de ces espaces dans le bassin de l'un 
des cours d'eau qui appartiennent à l'autre. Le canal du Midi offre un 
ocemple très- remarquable d'un tracé de ce genre; les eaux de divers 
affluens du Fresquel, recueillies par la rigole de la Montagne, traversent 
ie^ faîte principal, et sont jetées dans le vallon du Laudot et du Spr; de 
»à réunies aux eaux de la rigole de la plaine , elles traversent une 
seconde fois le faîte principal pour £tre conduites à Naurouse {*). On 
sent bien que nous ne pouvons énoncer de règles générales à cet égard; 
^^aîs la vue du terrain et l'étude de ses formes, dirigée par les principes 
*lVe nous avons exposés précédemment, conduiront à connaître les dit- 
'*^jrens systèmes de rigoles possibles, et feront juger quel est celui qui 
•^oii être préféré. Nous terminerons ces considérations générales par 
Cibseryaiîon suivante, qui quelquefois a été peut hre un peu perdue de 

[*) Voyez l'ouvrage du général Andriotsy , tut le canal du Midi. 
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vue : Les rigoIe& sont des canaux de petites dimensionft, xtùticMpièb 
le« e^ux «ont abandonnées à des pentes quelconques , et ies buvngti 
accessoires qu'elles exigent sont , pour la plupart , peu dispendieilx,' du 
moins teifttivenicuit aux frais qu'entraînent ordinairement les ^rvicb- t|ft> 
vaux publics:; lors donc que le point de partie aura 4ité bien ehoiii, 
presque toujours il aéra pc^sible de prolonger les rigoles de manière i 
Kcueilljr .toi|te I,a quantité, d'e^Uiconvenable, sans augmenter de beatt* 
coup la dépense de la construction d'un gl-and canal. 
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ur la possibilité de substituer le Bélier hydraulique à V ancienne 

Machine de Marly ; 

IPax M. J/P^ MoNTGOLFiER, membre de Tlnstitut , Administrateur 

du Conservatoire des Arts et Métiers. 

m Jrpïtic long -temps on cherche une machine capable de remplacer 
<3eIIe de Mariy ; je crois que ie bélier hydraulique est la plus convenable ; 
c:'est ce que je vais essayer de démontrer. 

L 

CONDITIONS DE LA MEILLEURE MACHINE. 

S. I .*' Ce que c'est quune Machine. 

Une machine n'est jamais qu'un instrument propre à appliquer 
Xine quantité de force donnée à la production d'un effet. Si cet instru- 
^nent était parfait, la force utilisée par la machine serait égale à celle 
^u'on lui aurait confiée ; mais les machines destinées à utiliser la force 
^e Teau en mouvement , sont bien éloignées de la perfection , et elles 
^^nt généralement une distraction inutile, très-considérable de la force 
^u'on leur confie; de sorte que, pour obtenir l'effet que l'on désire, on 
^st obligé de développer une quantité de force beaucoup plus grande 
^uc celle dont elles auraient réellement besoin. 

S. z. De la Force , son expression. 

La force est susceptible d'évaluation numérique , et on en a des 

^fiêts constans qui peuvent toujours la mesurer. ' 

Trois de ces effets les mieux connus, sont le mouvement des corps 

^ians le sens vertical , leur mouvement dans ie -sens horizontal , et la 

'tension des ressorts. 

XIV.' Cahier. Oo 
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La force dont on a à disposer pour la machine de Marfy, se présente 
sous la forme d'une grande masse d'eau , qui tonrbe d'une certaine hau- 
teur ; ainsi ce sera cet effet que je prendrai constamment pour mesure 
de la force; ton expression sera toujours pour moi ie produit d'une masse 
par la hauteur quelle parcx>urt, sôit en montant, soit en descendant: 
je prendrai pour unité de force celle nécessaire pour élever looo kilo- 
grammes, où un métré cube d'eau, à un mètre dé hauteur, c'est^-<Iire» 
environ -^tt de la force de la journée d'un homme. 



, .^ 



S' }. La Force a un prix. 

Nos besoins exigent un emploi continuel de force : celle dont nous 
sommes doués est peu considérable, et elle serait bientôt épuisée, si 
nous étions obligés de suffire nous - mêmes à tous nos besoins ; mais 
heureusement la nature en a été prodigue , et notre industrie a su s'en 
emparer là où elle l'a trouvée à sa portée. Les animaux, les rivières, 
les vents et le feu sont des sources intarissables de force, où nous 
allons puiser toute celle dont nous avons besoin ; ainsi la force ne 
devrait pas avoir plus de prix pour nous que l'air et la lumière ; mais ell^ 
ne se trouve pas par-tout en assez grande quantité pour suffire à. un graii4 
nombre d'hommes accumulés, ou elle ne s'offi'e pas de manière à être 
facilement employée : elle doit donc être rare pour eux, et avoir un prix 
dans quelques circonstances : ce prix est évidemment proportionné au 
besoin qu'on aura.de la force , et à la difficulté que l'on trouve à en 
aller chercher ailleurs -dans un lieu plus isolé. La force est donc une 
chandise comme toutes les autres choses nécessaires à la vie t et n 
part elle ne doit être plus précieuse qu'à Paris , où il s'en trouve pe 
naturellement. 

La force de moindre prix est celle de l'eau courante que fon tm 
ploie à moudre le grain; il paraît que celle.exigéepour la mouture: cfu 
setier de blé vaut à-peu-près r^- du prix total de<îette opératioa, c'eat-à 
dire -y de franc z= o^, 5^ l'expression numérique de cette force est é 
.1250 unités (s* 2}, dans le cas des roues en dessus, et à 2^00 4aoi 





\ 



'celui des roues en dessous. Si, dans ce dernier cas, a 500 unîtds 
force valent 0^,5 , 1000 valent o^i. 



$. 4. Valeur Ae la chute d'eau de Marly. 

tON verra à l'article II, que la chute d'eau de Marly donne 
communt^ment plus de j.jj6.ooo unités de force par jour; et comme 
on ne peut y appliquer que des roues en dessous , cette force n'est 
capable de moudre que - - / j---— = 3 1 10 setiers de blé par jour, c'est- 
à-dire environ ce que la ville de Paris toute entière en peut con- 
sommer. Si fa force de la mouture d'un setier de blé vaut 0*^,5 , il est 
(fvident que la force de la chute de Mariy vaut 5110x0, 5^155 5 francs 
par jour, ou environ 550,000 francs par an, dont le capital à 5 poiu: 
cent :^ i 1,000,000 francs. 

Pour donner une idée du prix de la force, j'ai choisi son emploi le 
moins cher> la mouture du grain; mais on pense bien que, près d'une 
grande ville comme Paris , il y a une infinité d'applications plus pro- 
ductives d'une chute d'eau ; cependant, à cause du travail qu'il y aurait 
à faire pour utiliser la chute d'eau de Marly, je c-onsens à en réduire la 
valeur presqu'à moitié, et par conséquent de ne la prendre que pour 
un capital de 6,000,000 francs, pouvant donner un revenu net de 
300,000 francs. 

Xout le monde sait combien la force peut avoir de prix pour une 

,tion industrieuse : qu'on ouvre les yeux sur l'Angleterre, et l'on verra 

r-tout les travaux les plus immenses entrepris pour s'en procurer à 

s prix ; on verra des machines à feu s'élever , et donner naissance à 

ux grandes villes, à Manchester et Birmingham. Après de pareils 

.emples , voudra-t-on continuer de rendre tout-à-fait inutile pour l'in- 

lusirie parisienne une aussi immense force que celle de la chute d'eau 

Marly, qui se trouve égaler celle de 70,000 hommes environ! 

Je crois avoir mis hors de doute que la force est une chose précieuse 

luM faut économiser. Qiiant au prix principal de construction et 

lelui d'entretien d'une machine , il est évident que le moindre esi le 

Oo a 
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l meilleur; ainsi le probicme de la meilleure machine consiste réellemen 
ï trouver celle qui remplira le but que l'on se propose avec /a moitttii 
%eclionj c'est-à-dire, /<; moindre mise aipitale, soit eu fane, soit en argent. 

I I. 

VALEUR DES ANCIENNES MACHINES HYDRAULIQUES X ROUES ET X POMPES. 

S- I ." CompHcûtion des anciennes Machines. 

Élever de l'eau a été de tous temps un problème dont la meiflei 
solution a beaucoup inquiété les mécaniciens; ce qu'ils ont fait est bîe 
peu satisfaisant, et les machines hydrauliques sont, en général, des ini 
trumens irès-chers et peu productifs. 

J'aurais beaucoup de peine à citer quelques observations bien faîtes sl 
des machines hydrauliques destinées à profiter d'une chute d'eau ; 
iement j'ai recueilli de beaucoup de données éparses , que les meilleure 
machines à roues et à pompes ne rendaient pas -7^ '^^ ^^ force qu'oi 
leur confiait ; j'ignore s'il en existe dont le produit réel surpasse celui qm 
j'indique ; mais cela ne pourrait avoir lieu que dans des positions très 
différentes de celfe de Marly , et avec des soins excessifs et très-coûteux. 

Il faut remarquer qu'on ne peut appliquer à la chute d'eau de Marf^ 
que des roues en dessous, et que, d'après l'expérience (voyei les Exp^ 
rîences de Smeatkon } , les meilleures roues de ce genre ne peuven 
donner à leur axe que ■— de la force qu'elles dépensent ; ainsi , quand I 
mouvement de la roue a lieu , il y a déjà -^ de la force échappés à I 
machine. Si , dans le premier effet intermédiaire , il y a une aussi grand 
quantité de force mal employée , que l'on imagine ce que peuvent de 
venir les-p^ qui restent, quand ils seront appliques à des manivelles, 
des pistons , &c. qu'il s'agit de mouvoir fort inutilement. 

S. 1. Effet de l'ancienne Machine de Marly. 

Manquant de données précises étrangères à la position de Marjy 
! profiterai de celles que l'on a sur l'ancienne machine, et qui son 



ici MÉCANIQUE^ 

M, Dêparcimx , qui a tenté ce moy«n , n*a pu ftîre* parvenir Peau (juè 
jusqu'au pied de la tour qui termine Taqueduc. li parait que^ i{uaiKl b 
pression qui chargeait les corps de pompes atteignait un certain poiàti 
toute leau' pressée dans la pompé s'échappait entre Tenveloppe et le 
piston. On conçoit aisément que pour obtenir un succès de ce genre» H 
ne fallait pas avoir le talent de M; Deparcieux, mais biien celui d'un 
bon ouvrier qui sache introduire dans la pompe un piston teilëmoit 
exact 9 que la pression ne puisse faire suinter leau entre le piston etb 
pompe. Mais quand on aurait réussi à élever d'un seul jet» la machine 
qui 1 aurait fait» Taurait-elle fait long -temps et avec fruit î M. Botia 
avait aussi tenté cette élévation de l'eau à de grandes hauteurs; et il 
avait réussi à la porter à 4^0 pieds d'un seul jet. Il ne &udra pas» saw 
doute» attribuer ce succès à M. Barda; il faut le regasrdet comme ^]» 
heureux que Ni. Deparcieux. II a eu le bonheur de rencontrer dans le 
pays où il. s'est trouvé » un ouvrier plus adroit que celui qu'avait employé 
M. Deparcièuxi mais ce talent supérieur d'un ouvrier sur celui d'un autre; 
pour un succès momentané» ne l'a pas été pour la durée» et M. Borik 
a bientôt renoncé à son succès» qui lui paraissait trop cher» à cause des 
réparations continuelles qu'exigeaient ses pompes. 

On a renouvelé dans ces derniers temps les tentatives de M. EXtfa^ 
deux » et on a été plus heureux que lui : on a porté l'eau au sommet de 
la tour, dont M. Deparcieux n'avait pu atteindre que le pied ; malii ce 
succès sera-t-il durable , et a-t-on réellement obtenu l'effet que l'on désire} 
Rappelons-nous qu'il s'agit de faire monter l'eau au sommet de la tour, 
avec la moindre (fction possible ; voyons donc d'abord quelle a été la 
dépense de force de la machine nouvelle, et quel a été son produit* 

D'après plusieurs observations faites par l'élève ingénieur des ponts 

• "f ■ 

et. chaussées nommé commissaire à cet effet» il résulte que la masse 
d'eau 'dépen3ée s'est trouvée une fois de ^^j t quand celle montée état 
•i> puis elle a augmenté jusqu'à 3300» celle montée restant toujours r. 
Puisque les hauteurs, de chute et d'ascension sont entre elles comme 
l"^,62 : i5 5"*,5 : : I : p5 , il suit que la force donnée par la machine 
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était p5» quand celle dépensée était p47 ^^ 5300 : c'est ici un de ces cas 
de physique, où, loin de prendre une moyenne entre plusieurs observa- 
itions , on doit regarder comme constante celle qui donne le moindre 
f rodait. En effet , si ia pompe a d abord donné tttt ^^ t4t ^^ I^ force, 
,^'^est parce qu'elle était bien graissée, parce que le piston, encore tout 
nteuf y laissait passer peu d'eau entre lui et le corps de pompe ; mais cet 
^tat Êîvorable n'a lieu qu'un instant, et après quelques momens d'action , 
£e piston formé d'un corps mou a bientôt obéi à l'énorme pression qu'il 
supporte pour laisser échapper une grande quantité de l'eau qu'il devait 
icefeuler vers la tour ; de sorte que , pour avoir la même quantité d'eau 
4él6Vée, il faut hâter le jeu du piston , et par conséquent lever la vanne 
pour dépenser une plus grande quantité d'eau dans le même temps. Or, je 
clisque ce dernier état doit être pris pour l'état ordinaire de la machine; 
tiop heureux si elle y persiste, car il doit nécessairement aller toujour-s 
en empirant. 

S* 4» Valeur des nouvelles Pompes. La force totale de la rivière ne doit pas 

suffire pour élever les jo pouces d'eau que Ton demande. 

* J'ai dît que la force utilisée s'était trouvée dans le rapport de pj 

•■ 3300 ou de 28 à idoo, c'est-à-dire, à -peu -près dans le même 

^ppart que dans l'ancienne machine, dont je crois avpir fait appréciçjr 

*e mérite. Ainsi les nouvelles pompes n'offrent, pour l'emploi de la force, 

l'i'esqli'aucun avantage sur les anciennes. Loin de là, il est certain que 

*î Jes observations que j'ai citées n'avaient pas eu lieu dans le commen- 

^ment de l'existence de ces pompes , mais bien pendant dix ans , 

'^HHne celles que j'ai rapportées sur les produits de l'ancienne machine, 

** est certain , dis -je, qu'au lieu de trouver ces nouvelles pompes 

'^capables d'un effet de ttIt > ^^ ^^s aurait trouvées moinj^ productives. 

vJr, f ancienne machine ne fournissait que 61 pouces deau; donc les 

«lôuvelles pompes , en employant toute la force de la rivière , ne suffi- 

Paient pas probablement pour élever les 50 pouces d'eau dont on a besoin 

* VehaHfes. 
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Si Ton perd sur l'emploi de la force dans l'usage de ces nouvelle 
pompes f on gagnera assurément sur la dépense d'établissement : mafs 
quelle somme portera -t- on leur entretien, et ne surpassera- 1- il pa 
celui de l'ancienne machine î C'est ce que l'on peut conjecturer san 
doute; car, si en élevant d'un seul jet, on épargne tout cet attirailim 
mense de chaînes communiquant le mouvement, et un grand nombre d 
pompes; en revanche, on donne à supporter à celles que l'on doit era 
ployer , une pression destructive beaucoup plus considérable que ceil 
des ancienne^! 

Je n'ai pas voulu examiner chacun des projets imaginés ; je n'ai desii 
x]ue de donner une idée de ceux que l'on peut employer, et cela m 
suffira , parce que les avantages du bélier hydraulique sont si grands 
par rapport à ceux des autres machines , qu'il est fort inutile de coi 
tinuer plus long-temps cet examen, 

1 1 1. 

VALEUR DU BELIER HYDRAULIQUE. 

Les savans les plus distingués y crurent dès que je l'annonçai ; d'autr 
en doutèrent long*temps : mais plus de deux cents machines en acdvJ 
sont une preuve assez grande , et on est généralement convaincu, 
l'on avait consulté , sur le produit du bélier , Huyghçn^ , BemoulU et ta 
les géomètres qui ont fait usage du principe de la conservation des fore 
vives, ils n'auraient pas hésité de porter ce produit très-près du maximif 
En effet » la pratique confirme que le produit utile et journalier i pe 
quelquefois être de iVs* ^^ Ift f<^rce développée ; qu'il est souvent de -^ 
et jamais moindre dç tVç ^^^^ ^^^ positions les plus défavorables. T< 
sont les résultats de plus de cinquante observations faites avec soin 
France, en Prusse et en Angleterre. Mais le bélier hydraulique çst- 
çapabie Relever dç grandes masses d'eau 4 de grandes hauteur^? Vp: 
)a question aujourd'hui indécise. 

Jl ne sç présente que rarement dçs occasions d'élever de grandes mas^ 

d'e 
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iTcaa à de très-grandes hauteurs; ii n'y en a pas d'ailieurs qui soit entière- 
ment semblable à celle de Marly, ainsi je ne peux répondre que par des 
expériences isolées. 

Résultats it expériences sur le Bélier hydraulique. 

I.* Le plus grand bélier exécuté est celui de MM. JTat et Bouleton , 

à Soho en Angleterre : 11 a un pied de diamètre , et il est mis en 

action par une chute d'eau de 3 pieds : il élève Teau à 28 pieds, et 

rend -f^ de la force qu'il emploie. M. le comte de Rumbfort a vu ce 

bélier 1 et je peux d'ailleurs fournir la preuve de son existence » par la 

correspondance de MM. Wat et Bouleton. La dépense maximum d'un 

orifice d'un pied de diamètre , sous une pression de 3 pieds , est 

d'à-peu-près 1660 pouces de fontainier; mais » dans le bélier, la dé* 

pense n'est que -^ de celle maximum, à cause des alternatives. Ainsi le 

l>ciier de M.M. Vat et Bouleton ne doit dépenser qu'environ -^-f^ 

^=r 166 pouces de fontainier, c'est-à-dire 3 170 mètres cubes en vingt- 

«i^uatre heures ; et puisqu'il rend -^ de la force , il doit élever à 28 pieds 

X 1,8 pouces d'eau, ou 224 mètres cubes en vingt-quatre heures. 

* 1.*^ Il y a environ six ans que j'ai fait une expérience en présence des 

Commissaires de l'Institut, où l'on a vu un bélier hydraulique de 2 pouces 

<ie diamètre, mis en action par une chute^de 10 pieds, vaincre une 

I^TCsslon égale à celle d'une colonne d'eau de 1280 pieds de hauteur. 

_ ■ 

3.^ Un usage continuel de plus de vingt mois, n'a en rien dérangé 
Un bélier hydraulique qui profite d'une chute d'eau de 6 pieds , pour 
^n élever à 173 pieds. Ce bélier est établi chez M. de Noailles de Poix g 
^^ui en a donné certificat. ( Voyei la Lettre du Maire de Lyon , page j!/.) 

Ainsi il est constant , par expérience , que le bélier peut élever des 

^nasses d'eau très-considérables; que la hauteur à laquelle il peut la porter, 

^tau nioins de 1280 pieds, et qu'un usage continuel assez long, dans 

le ca&de la plus grande ascension exécutée utilement, ne l'a pas dérangé. 

A4j)i8 ces i^ésultats sont donnés par trois expériences, et il s'agit de savoir 

n une seule pourrait les réunir; c'est ce qu'un essai peut décider. 

Xiy/ Cahier. Pp 
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IV. 

BELIER HYDRAULIQUE CAPABLE D'ÉLEVER DE L'EAV DB LA RiyiÊRK DE' 

SEINE X l'aqueduc DE MARLT. 

Jai désiré que Texécution de ce bélier pût ne laisser aucun douté 
sur la certitude du succès de la totalité de la machine ,.et en même temps 
j'ai voulu ne pas m'écarter sensibienient des expériences faites » pour ne 
j>as même courir de chances dans cet essai , et ne pas entraîner à des 
dépenses importantes; en cçnséquence, ce bélier ser^ à- peu-près sem*- 
blable à ceux qu'il faudrait exécuter : il n aura que i pied de diamètre^ 
comme celui de MM. JTai et Bouleton : il ne sera supposé capable qu&* 
d'élever à f aqueduc environ 20 mètres cubes deau par jour, il sera con 
trqit en grande partie avec des tuyaux de fonte de fer qui sont sans utiil 
à lancienne machine , et on le placerait à-peu-près dans la position qu' 
indiquée la commission nommée par S. Ex. le Ministre de l'intérieur.^ 
position dans laquelle cet essai ne nuit nullement à l'ancienne machine.*-» 

Je donne au bélier la forme d'un syphon , afin que ses pièces mobii 
soient le plus souvent hors de l'eau ^ et que Ton puisse les visiter 
volonté. 

$. i.**^ Description succincte de la Machine *. (Voy, la Planche j) 

ce est une digue qui retient les eaux de la Seine à la hauteur e^c 
de sorte qu'il y a ordinairement une différence de i^f6z entre l'amoi 
et l'aval ce; A est un radier en maçonnerie et en charpente ; EAf 
•une espèce de pyramide tronquée creuse, en fonte de fer, dont la 
base est un carré de o^,}} de côté ; la grande base porte en avant di 
tainures, dans lesquelles peut glisser une vanne en bois, destinée à 

•fermer à volonté l'ouverture B. 

FGHI est un tuyau cylindrique en fonte de fer, de o",33 





"^ Cette description ne donne de la machine que ndée nécessaire pour en comprc: 
ihcorie^ et elle est ion éloignée de celle qui copvxcnt.poar rcxécutioii. 



lUniètre [ i pied] ; il est recourbe en GFp^ et se prolonge (Ttone manière 
aclinée à Thorizon, sur une longueur d'environ 50 mètres [ i ;o pieds}, 
10 mètres [30 pieds] de // son épaisseur est de o"*,o4i [ 18 ligii*}; 
u lieu de o'^jOiya [i pouce] qu'elle avait eue jusque -fà : ce long 
yiindre porte le nom de corps de bélier, /"est un entonnoir, muni d^uil 
obinet p par lequel on peut emplir d eau le syphon ; cest ce que i on 
iomme amorcer. A lextrémité / se trouve la tête de tôlier; c'est ici 
[île sont les soupapes , les setiks parties mobiles de toute la machine; 
Zette tète de bélier est un paratlélipipède dont la base a o^^-^j de côté 
ntérieur» sur i*"f4<> [4^*4^*] de longueur; son épaisseur est de o'",0544 
2 pouces ] ; le fond et le dessus sont percés de chacun seize trous ; 
eux du fond KK sont recouverts par autant de soupapes, que je nomme 
>upapes à'^xhi. La surface des ouverture^ nettes qu'elles recouvrent; 
st égaie à 855 centimètres carrés [1 pied circulaire}. Les soupapes dont 
a cuivre, ajustées sur des cercles de même métal , fbcées par des écrous sur 
ï fond de la tête de bélier : elles sont habituellement tenues ouvertes par 
e petits ressorts en spirale , placés le long de leurs tiges ; douze trous 
!u dessus, IL, sont fermés par des plaques en fonte <le fer, quMaissènt 
^assi^t des tiges vissées en descendant dans l'intérieur de la tête de bélier; 
t destinées à régler le jeu des soupapes d'arrêt. Sur les quatre trous du 
niiieti s'élève une pièce prismatique JO , aussi en fonte deiçT\ sur Fun 
le ses côtés est adapté le tuyau d'ascension Q T, dont le diamètre a 
i"*,054 [ ^ pouces] , et qui va rejoindre la conduite continuelle exîs- 
Bnte de la rivière à l'aqueduc. Cette pièce JO est le commencement 
lu réservoir d'air /?• . 

Les quatre trous qu'elle enceint sont fermés par des -plaques de cuivre; 
x>rtant chacune quatre orifices recouverts de petites soupapes : ces 
irifices ont environ o"^,02p4 de diamètre; ainsi la surface des seize 
_- Qîn.cir.^QjQ^ zr:-|- de celle d'une section du corps de bélier. 

Sur la pièce JO sélèwe un cylindre creux R, terminé par un hémi- 
sphère; son diamètre esrde 0^,33 [i pied], et sa hauteur de JeivP est 

et X mètres \6 pieds] : il est formé de deux tuyaux semblables a ceux ^ui 

Pp 2 
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terminent le corps de bélier vers la tête» et par conséquent son épaisseur 
est de o™,o4i : on pourra ie renforcer extérieurement, comme on le 
désirera » mais cela est inutile. 

La tête de bélier est fermée en LK par une plaque de fonte de même 
épaisseur qu elle. 

Sous le fond KK est appliquée une pièce de fonte de fer pyramidale 
tronquée : elle a i°*f33 [4 pieds], sur 0^,33 [i pied] intérieurement 
en VV; puis elle se rétrécit sur ia grande dimension , jusqu'à n'avoir plus 
que o"*,50 [18 pouces], sur 33 centimètres [i pied] en V^V :^ 
hauteur est de o^^66 [2 pieds] seulement , et son épaisseur de 0^,027 
[ I pouce ]• 

£/est un tuyau prismatique de fonte de fer, de o°*,5o [18 pouces }p 
sur 0*^133 [i pied] ; sa longueur, ainsi que celle de la colonne ascen- . 
dante EMF , est à déternfiner d après les observations de la hauteur 
des eaux à la machine de Marly : il suffit qu'elle soit telle , que la tête 
de bélier se trouve le plus souvent d'environ o°*,66 [2 pieds] au*<lessus 
des eaux communes de l'amont. Je crois que pour cela sa hauteur totale 
de Y %n JO devra être de 2^,65 [8 pieds], 

U est terminé dans sa partie inférieure par une pièce analogue à celle 
EM, mais qui a une ouverture d'au moins o"*,i 83 [i pied carré, 5], que 
peut aussi fermer une vanne en bois ; elle porte également sur le radier. 

A cette idée de l'ensemble de la machine , il faut ajouter celle de 
trois choses fort utiles à son succès : i.^ une petite soupape r, qui peut 
s'ouvrir de dehors en dedans , et qui est destinée à introduire , à chaque 
révolution , une petite quantité d'air sous le diaphragme d'ascension. 

2.^ Une portion de cet air introduit, reste constamment dans cette 
position , au moyen de viroles attachées aux orifices d'ascension , qui ne 
permettent qu'à un excès d'air d'y passer, et il y a ainsi un volume d'air 
à- peu-près constant , qui forme une espèce de matelas destiné à trans- 
mettre aux soupapes d'ascension un mouvement moins brusque. 

3 .® Enfin il est très - avantageux pour ia plus grande solidité de la 
^lachine , que les orifices d'ascension soient petits , et dès - lors on court 
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tuyaux de dépense U pleins d'eau ; les soupape» d-wrét oureite$ » et celle» 
d'ascension fermées; tout est en repos. Si Ton oovre les Tannes, il s'éta* 
blira dans l'espèce de syphon que forme ce betier, un courant qui portera 
les eaux de l'amont i l'aval. 

Pression motrice^ 

I 

La pression motrice sera la différence de niveau entre les eaux supé- 
rieures et celles inférieures : elle est ordinairement de 1^,(^2 [5 pieds]. 

Si la colonne d'CiOu, qui^ d[ans le cylindre £/, constitue la pressioa 
motrice, obéissait librement à la gravité, s^ vitesse s'accélérerait comme 
celle de tous les corps , à raison de 9"^, 7 2 [30 pieds] par seconde. La 
vitesse maxime qu'elle pourrait acquérir en tombant de sa hauteur, i^^6% 
[5 pieds], ne serait que de 5"^,(^3 [ï7^'3^^] par seconde; et.comme dans 
te mouvement ' uniformément accéléré , les temps sont proportionnels 
aux vitesses ^ celui nécessaire à Tacquisition graduelle de cette vitesse 

serait - ^'^^ — =:o^s8 f ^^-^ — jzrz oj8. JVlais cette colonne d'eau 

motrice n'est pas libre ; elle ne peut pas tomber sans entraîner avec elle 
toute la masse qui remplit le bélier depuis E en Y. L'atmosphère oUige 
l'eau à passer par l'orifice libre B , pour aller remplir le vide que la 
colonne motrice tend à produire en descendant ; par conséquent le 
mouvement de celle-ci sera retardé en proportion de la masse inerte 
qu'elle aura à mettre en mouvement. On démontre cette vérité (aux 
yeux ) pour les corps solides , dans tous les cours de physique , avec la 
machine d'Aioowd. 

La vitesse qui s'établira après un certain temps , sera donc à celle qut 
«'établirait librement pendant le même^ temps, comme la masse de la 
colonne motrice est à la masse totale à mettre en mouvement. 

J'ai supposé la colonne motrice de i'",62 [5 pieds], et le corps de 
bélier de 50 mètres [150 pieds]. J'aurai donc cette proportion, ia 
vitesse acquise : j «(^j : : i ^62 : 50 :+; i,6z = 5 1,62 ; d'où je tire 
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l'acquisition de la vitesse* de i"^^4i » serait de ^^p; c'est donc après xe 
temps de 6",p que se fermeraient les soupapes d^arréc. * 

Il pourrait paraître diflScile d'avoir des soupapes telles , qu'elles se 
fermassent seulement sous une vitesse donnée. Mais une longue expé' 
rience a prouvé que des soupapes de la forme de celles qu on se propose 
d'employer, étaient très -faciles à régler, et qu'elles se ferment presque 
exactement au moment le plus favorable. Les soupapes d'arrtt seront donc 
réglées de manière à se fermer à-peu-près sous la vitesse i",4 1 [4^3]* 

DEUXIEME ÉPOQUE. 

Depuis le moment où la pression motrice a commencé à agir , jusqu'à 
celui où les soupapes d'arrêt ont été fermées , il s'est écoulé 6",p. A cet 
Instant remarquable , toute la masse d'eau qui forme le corps de bélier, 
est animée de la vitesse de i™,4i par seconde; sa manière d'être est de 
se mouvoir avec cette vitesse, et nulle puissance imaginable ne peut 
Fempêcher de le faire , sans lui laisser produire un effet représentatif 
de la force qui l'anime , et qui , sous quelque forme qu'il se pr^nte , 
pourra toujours avoir pour expression le produit de la masse en mouve- 
ment, par la hauteur génératrice de sa vitesse; dans le cas présent, cette 
hauteur =: o°*, i o 1 6, la masse du corps de bélier rz: 4,2^7 mètres cubes. 
La force qui l'anime égale donc o°*,ioî6 x 4,^7=0,4338 unités (Art. F, 
S. 2). C'est ici qu'il faut appliquer le principe de la conservation dei 
forces vives. Il faut se persuader intimement qu'un corps en mouvenieht 
a en lui la raison suffisante pour y persister, et qu'il ne peut cesser cPy 
être , qu'en produisant un effet qui sera lui-même raison suffisante d*uri6 
quantité de mouvement^égale à la première. 

J'ai supposé le bélier commençant à jouer , et par conséquent left 
soupapes d'ascension sans aucune pression ; • dans ce cas , il entrerait 
une quantité d'eau très - considérable dans le réservoir d'air à ia pre- 
mière révolution; mais ce premier eâfet n'eit pas l'important; nui douté 
q^uele bélier ne puisse iaire monter l'eau aux hauteurs inférieures; c'est 
'^uand éile sera ansvée à ia plus: grande hauteur, qu'il i^ut observer s(^ 

action, 
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l'action s'applique à élever les soupapes d'ascension j et à faire entrer 
dans le réservoir une portion de ieau en mouvement. 

En continuant d'admettre le prlTicipe de la conservation des forces 
vives , ii sera facile de déterminer le maximum de la quantité d'eau qui 
peut s*introduire dans le réservoir. En efïét , je suis certain que la force 
de la masse animée» contenue dans le corps de bélier au, moment où les 
soupapes d'ascension se lèvent , est un peu moindre que le nombre 
0^4338 auquel j'ai fixé son maximum ( pag. jo^). Et je remarquerai que 
pénétrer dansie réservoir, c'est s'élever à 1 5 5^,5 , c'est-à-dire, à la hauteur 
de la colonne d'eau qui le presse» Par conséquent, en divisant 0,43 3 S 

1 

par 1 5 5»5 , j'aurai le nombre qui représente la quantité de mètres cubes 
d'eau dont l'élévation à 15 5,°* 5 serait un effet égal à la totalité de la 
force acquise. Cette masse d'eau égale o"^'^"^*, 002 89. 

Si l'eau entre dans le réseriroir , .ce ne peut être qu*en vertu d'une 
pression plus grande que celle qui existe ; et si elle y coulait avec une 
vitesse maxime de i°^,4i par seconde, ce serait en vertu de la pression 
génératrice de cette vitesse, c'est-à-dire, o"*,ioi6. La tête de bélier 
éprouverait donc une surcompression de o", 1016, qui s'ajouterait à 
celle de 155^,5 > ^^"^ ^^^^ ^^^^ chargée par le seul fait de la commu- 
nication établie entre elle et le réservoir ; mais , pour que cette surcom- 
pression ne fût que de 6^^1016 , il faudrait que la vitesse maxime de 
Fîntroduction ne fût que de i"*,4ï » ^^* pour cela, il est nécessaire que 
fa surface des orifices d'ascension soit égale à une section du corps de 
bélier ; car la masse d'eau animée doit continuer son mouvement avec 
la même vitesse , si elle ne produit pas d'effet. Cependant ces surfaces 
sont loin d'être égales ; celle des orifices d'ascension est environ huit 
fois plus petite que celle d'une section du corps de bélier ; par consé- 
quent la vitesse initiale sera huit fois plus grande que celle de la masse 
d'eau du corps de bélier rzr 8 x i'",4i = 1 1"*,28 par seconde; et conime 
fes pressions, sont entre elles comme les carrés des vitesses , la pression 
génératrice de cette vitesse octuple serar 64 fois plus grande que celle 
de la première vitesse; die égalera 0,1016 x 64 = ^"Sjo. Telle est la 
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d'employer, éprouvaient à ia fin de cette chute une pression incompi 
xablement plus grande que celle de la tête du bélier. En effet, la cclonrv 
^^i'eau en mouvement de retour, avait une masse lo fois plus grand) 
que celle du corps de bélier : la hauteur verticale de sa chute éiaii à-peu? 
Tprès 0,66 ^= ~ de celle que représente la vitesse du bélier. Ainsi I 
force était presque 7 fois plus considérable que celte qui doit animi 
ie bélier ; elle était encore augmentée de l'action de l'atmosphère pot 
remplir le vide qui avait été formé : mais ce n'est pas seulement cetM 
augmentation de force qui rend la pression plus grande. Pour que cet 
pression ne tût pas plus augmentée, il faudrait qu'à l'extrémité inférieur 
de la conduite, il y eût, comme dans la tête de bélier , un orifice d'i 
chappement ; mais il n'y en a pas , et l'élasticité seule dû métal et d< 
l'eau doit employer la force de la masse en mouvement. Il est bon 
dire que si celte conduite n'était pas élastique , elle casserait immane 
quablement , quelle que fût son épaisseur. 

Q,ue l'on remarque bien que , dans la détermination de la pressioi 
éprouvée par la tcle de bélier , s'il n'y avait pas eu d'orifice d'ascension- 
et ne connaissant pas d'ailleurs l'élasticité des tuyaux, je n'aurais pi 
assigner la quantité de cette pression , tant elle aurait été grande. Or 
c'est le cas des anciennes conduites de Marly ; donc il est vrai de din 
^ue depuis plus de cent atn elles ont éprouve' journellement une pression imo» 
parablewent plus grande ^ue celle de l6^,j mètres d'eau ^ue doit supporter If 
tête de bélier; donc le coup de bélier , ^ui ptinih si terrible, est presque in^ 
iiiment moindre ijue les coups éprouves por les tuyaux de l'ancienne machine. 

Au surplus, cette véiité se trouve énoncée presque dans les mémi 
termes par M. de Prony (Happons sur les dilférens projets, &c. ) ; il d 
•' qu'à chaque coup de piston il se manifeste une force vive , qui agirsm 
» les tuyaux avec une énergie incomparablement plus grande que i 
» pression simple ; on voit, ajoute-t-il , l'effet de celte force dans plusieui 
» tuyaux , qui éprouvent à chaque coup de piston une trépidation trèi 
*» sensible» ; ainsi il est évident que les coups de piston étaient beaucoup phi 
redoutables que ne h seraient les coups de bélier. 



que» d'après ces réflexions» il n'est pas douteux qu'en donnant à la tête 
. Je bélier une épaisseur plus grande que celle des anciennes conduites 
Je Afarly, toutes les inquiétudes qu'on pourrait avoir sur sa solidité 
Joivent être dissipées. 

Reprenons la suite de l'histoire du jeu de la machine. Nous avons vu 
l'ea.^ pénétrer dans le réservoir avec une vitesse maxime plus petite que 
.j I ***,28 ^finissant par o (p%- 306); nous avons déterminé que le maximum 
^*e3u qui pouvait y pénétrer, est de o™"^****'028. Il doit. être très-facile 
de 'fixer la durée de cette introduction. 

En effet, dire que la force qui anime le corps de bélier, est au plus 

capable d'introduire dans le réservoir o™*^"'^*028 , c'est dire qu'après cet 

eflfet , elle sera toute entière employée , c'est dire que le corps de bélier 

aura perdu tout mouvement , et que par conséquent , de sa vitesse 

maxime i"*,4i , il aura passé à celle o ; s'il était libre, et qu'en s'élevant 

verticalement, il passât ainsi de la vitesse i^^^i à o, il emploierait un 

temps qui serait à 1" : : 1,4 1 "• ^,807. Ce temps égale ''z^' = o,i44 î 

mais, au lieu de s'élever librement , et de lutter contre sa seule gravité, il 
est obligé de vaincre en outre une pression égale à 1 65 mètres d'eau, tandis 

que sa masse n'a que 5 o"* de longueur, c est-à-dîre, que cette pression — ^ 

=:3^®",3 plus grande que sa propre pesanteur; il est donc dans le même 
casque s'il était dans une planète où la gravité serait 3^®",3 plus considé- 
rable: mais là il perdrait sa vitesse dans un temps 3,3 fois moindre ; donc il 

k perdra également dans un temps aussi courtzi: — ^-^^=:o"o43 = — r- • 
Telle est donc la courte durée de cette troisième époque , dans laquelle 
s'est feite l'application entière de la force à l'objet qu'on avait pour but. 
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QUATRIEME ÉPOQUE. 

Q^UAND le corps de bélier aura ainsi perdu sa force, fa pression 
éprouvée par l'air contenu dans le réservoir lors de l'entrée de leau, étant 
plus grande que celle qui fait équilibre à la colonne deau ascencfante, 
celle-ci devra monter , et l'équilibre se rétablir ; mais , tandis qu il s'élève 
au bassin supérieur » à l'aqueduc, une quantité d'eau égale à celle qui a 
passé sous la soupape d'ascension , et celle - ci s'étant par conséquent 
refermée , lenveloppe du corps de bélier , le matelas d'air et Teau , 
déchargés de la pression qu'ils éprouvaient, auront repris leur premier 
volume , et par conséquent refoulé le trop d'eau que cette compression 
leur avait fait admettre vers la source , car les soupapes d'arrêt sont 
fermées : la masse du corps de bélier aura donc pris un mouvement 
rétrograde qu'elle continuera; elle tendra par conséquent à faire un vide 
que l'atmosphère s'empressera de remplir, soit par les soupapes d'arrêt 
qui se soulèveront, soit par la petite soupape à air. L'aspiration qui 
aura lieu introduira alors une petite quantité d'air dans la tête de bélier ^ 
il ira se réunir au matelas dont j'ai parlé, et l'entretiendra constamment 
le même : l'excès qui pourra s'y trouver, se plaçant naturellement sous 
les soupapes d'ascension, servira à leur communiquer le mouvement 
qu'elles doivent prendre dans la révolution suivante , et il pénétrera le 
premier dans le réservoir d'ascension , où il ira remplacer celui que la 
grande compression aura pu faire dissoudre par l'eau, et par conséquent 
la masse d'air servant de régulateur au mouvement d'ascension de la 
colonne d'eau , sera toujours la même ou à très-peu de chose près. 

La durée du retour du corps de bélier vers la source, est aussi difficile 
è évaluer que celle de la seconde époque , puisqu'elle dépend de i'élas* 
ticité des enveloppes, &ç. ; mais il est facile d'apercevoir que ce temps 
doit être beaucoup plus long que celui de la compression des enve- 
loppes, &c. ; parce que la masse du corps de bélier, une fois mise en 
jTiouvement de retour, le continue jusqu'à ce que son élévation à la 



MÉCANIQUE. 311 

source ait épuisé sa force : on peut cependant être persuadé que ce temps 
ne sera pas plus de cent fois plus grand que celui de cette seconde 
époque, c-est-à-dire , égal à celui de la troisième, ou de o"o43 = -^7 
de seconde. 

Nous sommes arrivés à l'ouverture de la soupape d'arrêt, cest-à-dire, au 
commencement d'une seconde révolution en tout semblable à la première. 
Nous avons déterminé à - peu - près la durée de chaque révolution , 
voyons maintenant si son effet, répété autant de fois qu'il est possible 
dans la journée , peut réellement fournir au sommet de l'aqueduc une 
itaasse d'eau de 20 mètres cubes par jour. 

S- 3 • J^jp^ du Bélier. 

m • 

Nous avons vu qu'une révolution avait quatre époques bien dis- 
tinctes : la durée de la première est de 6'\^ ; celle de la seconde est inap- 
préciable ; la troisième et la quatrième sont chacune de o ,043 ; ainsi la 
durée totale d'une révolution est.de 6",p -+• 0,043 x 2 =z 6",5)86 : à 
cause du frottement et de quelques autres causes retardatrices, je la 
SQjpj>oserai de 7 ",5. 

Voyons quelle est la dépense de force pour chaque révolution. Le 
^cul dont j'ai parlé dans le détail de la première époque du jeu du 
icfier, et l'expérience, m'ont appris que la dépense réelle de l'eau par 
^n bélier n'est que -jV de ce qu'elle devrait être théoriquement , sans 
*^oîr égard à la contraction de la veine fluidci, si l'orifice était libre : 
^. la dépense tfun orifice de o"*,33 de diamètre, sous une pression 
instante de i"*,d2 , serait de o"***^"^',45 P^^ seconde; donc, dans le cas 
^ fapplication d'un bélier convenable à cet orifice, la dépense ne 
*^*^t'que de o™'^^^*, 04 5 , et par conséquent, en 7",^ de 0,045 x 7", 5 
^<i»-^"S3375. 

la hauteur de la chute étant de i"^,62, (a force dépensée dans le 
*^^me temps sera 0,3375 x 1^,62 =: o^"*^*,54^. 
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La hauteur de l'ascension est de 1 5 5""! 5 , par conséquent i'eau montée 

sera au maximum de — — =: o™*^"^'oo^ç. 

'ÎS*5 ^/ - 

Ce maximum difïère de celui indiqué dans la troisième époque du jeu 

du bélier, parce qu'il est calculé d'après l'user total de la force, tandis 

que l'autre est déjà affranchi de la plus grande perte de force que i^t le 

bélier , qui est celle de l'eau qui s'échappe par les soupapes d'arrêt. Ce 

serait donc celui-ci qu'il faudrait adopter , s'il ne fallait y faire encore 

des réductions pour un grand nombre de petites causes trop minutieuses: 

il sera plus simple d'admettre , d'après l'expérience la moins avantageuse, 

que le minimum de l'eau montée , et par conséquent de la force obtenue, 

* sera -^ d\i grand maximum o"**^"^*oo3 5 ; par conséquent f eau =: ■ ^ 1 

T r 0,0035 X 155 

La force sera ^^ — ^^-^ z=z 0,273. 

Comme il y a dans vingt -quatre heures S 6400 secondes, il se fera 
I î 520 révolutions, et par conséquent on dépensera dans le même temps 
1 1520 X o,54<^ = éiS^ unités de force, et 1 1520 x 0,3375 ^^=37^8 ' 
mètres cubes d'eau. 

On élèvera à l'aqueduc 1^75 x ii^io z=z 20160 litres d'eau, ou 
-^Qin.cubpj^ : or , je ne me suis proposé que d'élever ip"***^"^*,! m pouce 
de fontainier ; donc le bélier que nous avons examina est réellem^ 
capable de l'effet désiré* 

, V. 

IDÉE GÉNÉRALE D$ L'eXÉCUTION ENTIÈRE DU BELIER HYDRAUUQUI 

X MARLY. 

Comme il n^ a pour moi et pour tous ceux qui connaîtront bien la 
théorie du bélier hydraulique , aucune raison valable qui puisse s'op- 
pôsçr à ce qu'au lieu de lui donner 0*^,33 de diamètre, on lui en doiue 
o"*,4o, j espère qu'après l'avoir vu réussir dans la première dimension, 

on 
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on ne craindra pas de ne pouvoir atteindre la seconde, et alors, au lieu 
de 50 béliers qui auraient été nécessaires pour élever les jo pouces d'eau 
demandés, il n'en faudra plus que 25, dont chacun élèverait 2 pouces 
d'eau. 
Au lieu de placer ces machines dans le sens du courant de la rivière; 
comme celle que l'on exécuterait pour essai, il serait plus convenable 
de leur donner une direction perpendiculaire au courant, de manière 
^ue les tctes de bélier seraient toutes appuyées contre une maçonnerie 
établie au pied de la montagne, et que la réunion de leurs tuyaux par- 
ticuliers d'ascension serait très-facile à pratiquer : ils se rendraient toui 
à deux conduites continues de 6 pouces de diamètre, qu'on aurait grand 
soin de recouvrir de terre, afin d'éviter les variations de température, si 
funestes sur une aussi grande longueur que celle d'environ 1600 mètres. 
<iue l'on examine donc cette nouvelle machine de Marly, composée de 
30 tuyaux simples de 1 pied ~ de diamètre, terminés par une pièce un 
j^eu différente, et où des masses, presque insensibles dans une si grande 
raachine, sont seules mobiles. Deux conduites souterraines sont suffi- 
santes pour élever toute l'eau dont on a besoin ; mais il ne suffit pas 
«l'apercevoir cette grande simplicité qui promet une durée extrêmement 
longue, il faut encore voir cette machine économe de force ; il faut la 
^''«ir réserver le trésor considérable qu'offre la chute d'eau de Marly, et 
^Jpeler l'industrie pour l'en faire profiter. 

J'ai déterminé, article IV, S- 3 1 que le bélier d'essai, qui peut faire 
•"•^ontersur la tour plus d'un pouce d'eau, devait dépenser 6285? unités 
*^« force : donc pour en élever 50 ou 1000 mètres cubes environ , il 
■■^.udrait dépenser 6zS^ x 501:^341450 unités. Je suppose encore, contre 
■ expérience , que cette dépense aille jusqu'à 376000 unités : or, suivant 
^^^.de Prony, la chute de Marly en offre moyennement 7,776,000 unités 
t*-ar jour, il en restera donc 7,400,000 unités, c'est-à-dire, que l'effet 
^«siré ne coûtera au plus que -^ de la force dont on a à disposer. 
'^ wîsque j'ai évalué à 3 00,000 francs le revenu annuel de la force totale, 
^t que les béliers n'en consomment que -^ , il est clair que l'on peut en 
XîV.' Cahier, Rr 



3l4 MÉCANIQUE. 

rései-ver pour une somme annuelle de 28 5,000 francs : tel est Tavantage 
que Ion peut attendre de Téconomie de ia force. 

Celui de la dépense capitale est aussi très-important. Le bélier d'essai 
coûterait environ 20,000 fr. ; mais si on en exécutait tous les béliers de 
0^,4^ , il faut porter à 24»ooo francs le prix de chacun; et puisqu'il y 
en a 25 , il est évident que ie prix total de la machine entière serait de 
600,000 francs, somme encore in/eneure à la valeur des . matériaux de l^an^- 
cienne machine^ 

II ne faut pas ajouter à cette dépense celle d'établissement des con- 
duites d'ascension , parce qu elles existent ; il faut seulement supposer 
que leur nouvel arrangement pourrait porter le prix total à 700,000 fr. 

Quant à la dépense d'entretien; dans aucune machine, elle n'est 
moindre que dans le bélier hydraulique; ainsi elle serait très -peu de 
chose , et une très - petite portion du prix de la force réservée suffirait 
pour y satis^lre* 

VL 

RisuMONS maintenant les vérités étabiijes dans ce Mémoire. 

* 

i.^ Jai d'abord démontré que ia meilleure machine à exécuter à fa 
chute d'ça\i de Marly, était celle qui élèverait l'eau demandée, en dé- 
pensant le moins de force et d'argent, ou, pour mieux dire, qui em- 
ploierait à son existence ie moindre capital possible , soit en viedeur 
d'argent, soit en valeur de force. 

2.^ J'ai fait voir l'état déplorable des machines hydrauliques em- 
ployées à l'élévation de l'eau avant l'invention du bélier hydraulique ; 
on a vu que \^ machine de Maciy ne rendait autrefois que -^ de ia forcé 
qu'elle absorbait ^ et qu'elle avait coûté des sommes énormes. Les nou- 
velles pompes valent peut-être moins sous le point de vue de l'économie 
de la force, et elles suffiront à peine pour élever l'eau demandée à 
l'aqueduc de Marly, en employant la force de toute la rivière. 

3 .^ J'ai exposé les nombreuses preuves que l'on a de la vaieiur da 
bélier hydraulique ; il rend toujours t de la force qu'on lui confie» 
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4.^ Xai décrit un bélier dont i essai doit coûter environ 20,000 fr. 

5 .^ Enfin j ai donné l'idée des avantages du placement du bélier Hy- 
ibauliqiie à Marly. Si on comparé cette nouvelle machine à i ancienne / 
ne s'étonnera- 1- on pas de leur immense différence, et ne croira-t-on 
pas que f hydraulique a réellement reçu un grand perfectionnement! 

Conclusions. 

Si on exécute ie bélier hydraulique à Marly, le capital employé à son 
exécution serait, 

I.** La mise première, de . 700,000^ 

2.® Le capital dé la diminution de valeur produite sur 
^ chute, que j ai portée, revenu annuel, à 15,000 fr, , 
-et qui serait par conséquent de. . ; 300,000. 

3 .^ Le capital d'une diminution analogue pour les frais 
^Tentfetien , que je porte au même prix de 300,000; 

En tout. » ., ^ ..,•••,.• * 1,300^000. 

Le capital employé par les nouvelles pompes, serait la 
inîse première que je ne connais guère , mais qui doit 
excéder ,..<-...,.. 1,200,000^ 

Le capital de fentretien, qu on ne peut évaluer, mais 
^ui serait peut-être plus grand que celui de fancîenne 
machine, je le supposerai égal, c est-à-dire, de 65,000 f. 
ilont le capital est 1,300,000. 

Il ûiut encore ajouter le capital entier de la chute 
ifeàu, qui est de. . . , . 6,000,000. 

Ce qui fait un total de 8,500,000. 

Ainsi, avec des machines à roues et à pompes, il faut consacrer à 
Pélévatîon de i eau d un seul jet ou à plusieurs reprises , un capital de 
8,500,000 f., tandis qu'avec le bélier il n'en fàut\ju un de 1,300,000 f. ; 

Rr 2 
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mais je suppose , contre toutes raisons, qu'on n'attache aucune valeur à la 
force de la chute d'eau : il n'en sera pas moins vrai , qu'en employant les 
machines anciennes, on dépensera au moins ie double que si on se servait 
du beiier hydraulique ; que pour lui l'entretien est nul, et que pour elles,: 
il faut y attribuer un capital peut-êtte de plus de 1,300,000 fr. ; enfin 
que le bélier peut réserver le moyen de faire monter sur l'aqueduc une 
quantité d'eau beaucoup plus grande que celle que l'on désire maintenant, 
£n effet, on pourrait attendre jusqu'à 1000 pouces d'eau du bélier, c'est- 
à-dire, vingt fois plus que des autres machines. Ainsi, sous tous les 
rapports, c'est le bélier hydraulique qui doit être préféré: aux yeux du 
savant, il est bien la meilleure machine, puisqu'il donne le plus grand 
effet; aux yeux de l'administrateur, il est encore la meilleure machine ^ 
puisque son existence exige le moins de capitaux, et qu'il les réserve 
pour un autre emploi : il doit donc être adopté, quand fessai aura 
confirmé mes assertions. 

Puisque le bélier hydraulique n'exige qu'une dépense première moin- 
dre de la valeur des matériaux de l'ancienne machine , il suit que la 
simple volonté du Gouvernement peut lui donner une machine neuve, 
et lui réserver une force immense qui se perd sans aucun fruit , et que 
l'industrie réclame. 

Après la lecture de ce Mémoire , Son Excellente le Ministre de l' intérieur 
a ordonné l'exécution du Bélier dressai , et on en connaîtrait déjà les résultats, 
si la mauvaise saison ne F avait pas retardée. (Décembre 1807. ) 



Lettre de M. Fay- Sathonay, Maire de Lyon, 

li il/. MOTÎTGOLFIER. 

Lyon, 7 octobre 1807. 

Monsieur, 

Si je n'ai pas satisfait plutôt au desîr que vous m'avez témoigné de 
connaître feifet du belltr hydraulique que j'ai /ait placer 4ans ma maison 
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de Fontaine , c'était pour vous donner les détails les plus exacts sur une 
invention dont la simplicité augmente le mérite : une commission choisie 
dans ie sein de la Société des Arts , a fait sur cette machine un rapport 
que sa précision m'engage à vous transmettre. 

«L'eau de la source équivaut à 6 pouces y de pouce de fontainier; 
>» «lie a. 3 2 pieds 8 pouces de chute; eiie est conduite au bélier par un 
» tube appelé coursier^ qui a 100 pieds de long. 

» Le tube d'ascension a 700 pieds de long; il élève l'eau à 108 pieds 
m -de hauteur: la quantité d'eau dépensée par la>source» est de po pintes 
» par minutes ; celle fournie par ie tul>e d'ascension , est de 1 8 pintes par 
» minute I de i»o8o par heure, et de 25,920 par jour, ce qui équivaut 
>• à.ia contenue de 128 tonneaux appelés Beaujolaises. 

» L'eau obtenue par le bélier est exactement fe cinquième de celle 
» £>Urnie par la source. » 

Après vous avoir annoncé un produit aussi important, et dont les 
propriétaires peuvent recueillir des avantages si précieux, je suis natu- 
Tellement amené à vous parler de l'eniplôi de cette machine sur des 
«aux c6urantes , telles que celles d'une rivière. Un résultat d'une utilité 
û générale avait déjà fixé votre attention , et tous les calculs théoriques 
*Hxquels vous vous étiez livré , semblaient en assurer le succès ; il ne 
^agissait que de réaliser cette espérance par une expérience positive : 
^ «st à cette expérience que j'attache aujourd'hui la plus haute importance, 
puisque sa réussite m'offrirait les moyens de multiplier dans l'intérieur de 
*^ ville les fontaines publiques, et sur-tout de porter les eaux du Rhône 
•Ur la montagne de la Croix-Rousse, source de fertilité dont ce territoire 
«8t privé. 

Comme simple propriétaire , je profite de vos travaux, de vos décou- 
vertes en hydraulique ; mais j'attacherais un plus grand prix à en faire 
JOUIT mes concitoyens. 

Cet avantage serait un nouveau fruit de vos rares connaissances , il 
TOUS assurerait à la reconnaissance publique les droits que vous avez à 
^^stime des savans. Agréez , &c. 
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Ca lcul du Bélier hydraulique établi dans la maison de campagfu de 

. M. Fay-Sathon^y, Maire de Ly<m. 

La quantité deau dépensée par la source, en une minute, est de 96 
pintes (la pinte est de o''p3 ) ; elle tombe de 31?^ y : le produit des deux 
nombres po et 32 y, donne 2,^4^ tjuon peut prendre pour la mesure 
de la force dépensée en une minute : or, dans le même temps, le bélier 
(^lève 18 pintes d'eau à 108 pieds au-dessus du point le plus bas deia 
chute deau provenant de la source ; donc la mesure de la force utilisée 
est i,p44.» produit des deux nombres 18 et 108 ; ainsi le bélier donne 
1,944» tandis que la source dépense 2,940 : le rapport de ces deux 1 
nombres est , à des millièmes d'unités près , y^. Ce résultat , joint à ceux 
que fai rapportés dans le n.° 2 de la Correspondance de TÉcoIe poly* 
technique , confirme ce qui a été avancé dans le Mémoire précédent, 
article III, que le produit utile et journalier du bélier n'est jamais infif^ 
rieijr aux y^ de la force qui lui est confiée. 

( Note de M. Hachbttjb, ) 
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MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE- DU SON, 

% 

Lu h l'Institut h 17 août 1807 ; ' ' 

Par M. Poisson. 

vJn sait depuis long-temps que ie son est produit par les vibrations de 
fair mis en mouvement par le corps sonore ; mais M. Laffrange est le 
premier qui ait soumis ce mouvement à l'analyse mathématique, et qui 
^tk ait déduit les points principaux de la théorie du son. Ses belles re- 
cherches sur ce sujet I sont assez connues de tous les géomètres , pour 
\ qu'il soit inutile de les rappeler ici. A Tépoque où elles ont été publiées, 
fe - calcul aux différences partielles , d'où dépend la solution de ce genre 
de questions , était à peine connu ; on n'était pas d'accord sur l'usage 
^^^ fonctions discontinues, qu'il est cependant indispensable d'employer 
P^>iir représenter Tétat de l'air à l'origine du mouvement : heureusement 
I&3 progrès de l'analyse ont fait disparaître ces difficultés > et jcelles qui 
; Hibsistent encore tiennent à la nature de la question. Nous sommes loin 
te penseur que nous les ayons toutes surmontées ; notre but dans ce 
tt^émoire est principalement de démontrer plusieurs théorèmes généraux 
çoi nous ont paru devoir intéresser également les physiciens et les géo-» 
wèu-es. 

Ces théorèmes sont indépendans des mouvemens particuliers des 

wolécules d'air et de la cause qui a produit le son ; ils sont relatifs à sa 

propagation et à sa réflexion, que nous avons considérées sous un point 

*^ Vue plus général qu'on ne favait feit jusqu'ici. En conservant à l'air 

^* tit)îs dimensions , M. Lagravge et Eukr tont supposé que la vitesse 



320 ANALYSE. 

des molécules d'air ne dépend que de la distance à Torigine du mouve- 
ment ; ou , autrement dit , que l'intensité du son est la même en tous 
les points de ionde sonore, en entendant par on Je sonore, la partie de 
i air en mouvement à chaque instant. Dans ce cas particulier» f équation 
connue qui renferme la théorie du son , peut être intégrée sous forme 
finie I et le problème est susceptible d'une solution qui ne laisse rien 
à désirer; mais». dans le cas général où l'Intensité du son varie ^une 
manière quelconque d'un point à un autre de Tonde sonore, Téquation 
du son n'est plus intégrable sous formé finie ; cependant nous dimost- 
trons par un moyen simple » et sans recourir aux séries, que, dans ce 
cas général , la vitesse du son est encore la même sur les dîfférens rayons 
sonores , ce qui revient à dire que l'onde sonore conserve toujours une 
figure sphérique, dont le centre est celui de l'ébranlement primitif. La 
loi suivant laquelle l'intensité du son varie sur une même onde sonoie, 
dépend de ia cause qui a produit le son. S'il a été produit en compri- 
mant ou en dilatant une portion de la masse d'air, puis en rétablissant 
tout-à-coup la communication entre cette portion d'air et la masse entière, 
il est facile de prouver que l'intensité du son sera la même en tous les 
points de Tonde sonore , du moins quand cette onde sera parvenue i 
une grande distance de Torigîne du mouvement. En effet , décomposons 
la portion d'air comprimée ou dilatée en une infinité de parties infini- 
ment petites ; chacune de ces particules, si elle était seule comprinfée 
ou dilatée, produirait une ondulation dont cette particule serait le centre^ 
et qui se répandrait également dans tous les sens : or, d'après le prin- 
cipe de Daniel Bernoulli , sur la coexistence des petites oscilIations^^ 
toutes ces ondulations peuvent avoir lieu en même temps, sans se nui» 
en aucune manière ; d'ailleurs , il est visible que , quand les rayons & 
toutes ces ondes partielles seront devenus fort grands par rapport aia- 
dimensions de la portion d'air comprimée ou dilatée, toutes ces ondes 
9e confondront en une seule : d'où Ton peut conclure que , quelle que 
soit la figure de la portion d'air dilatée ou comprimée, quelle que soit 

même la loi de la densité danç l'intérieur de cette portion d'air , Tîntensité 

du 
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tftt kon sera bientôt la même en tous les points de Tonde sonore. Mais 
^uand la portion dair que Ton comprime ou que Ton dilate, reçoit en 
tnéme temps des vitesses qui peuvent être différentes en grandeur et en 
direction , pour toutes les molécules qui ia composent , on ne peut plu^ 
clire comment un ébranlement de cette espèce se répand dans ta masse 
fluide. Ainsi, par exemple, la portion dair placée à l'extrémité d'un 
instrument, tel qu'un porte -voix, est à-ia-foîs comprimée et mise en 
mouvenlént par les vibrations de laîr intérieur : l'expérience prouve que 
f^intèhsité du son est ia plus grande en avant du porte - voix dans la 
direction de Taxe ; mais quel est le rapport qui existe ^ntre cette intea< 
8ité et celle qui a lieu dans une autre direction, à même distance de 
Torigine dû mouvement! c'est un problème que nous n'avons pas résolu. 
li n en est pas de même de l'intensité du son sur un même rayon sonore , 
c^est-à-dire , sur une même ligne droite menée par le centre de l'ébran- 
lement primitif; quel que soit cet ébranlement, les vitesses des moIé* 
cules d'air situées sur un même rayon, sont en raison inverse des dis- 
lances au centre du mouvement, quand ces distances sont très-grandes 
Jîiar rapport aux dimensions de la portion dair primitivement ébranlée. 
^rdônc on compare le son au choc d'un fluide contre un obstacle fixe, 
^f est ici l'organe de l'ouie ; et si l'on suppose ce choc proportionnel 

■ 

au cbnré de la vitesse du fluide, il en résultera que l'intensité du son 
Sur un même rayon sonore , doit décroître proportionnellement au carré 
^Je la distance au corps sonore, du moins lorsque cette distance est 
devenue fort grande. L'angle que fait la direction de là vitesse d'une 

■ * 

ihoiécule d'air avec le rayon sonore qui passe par cette molécule, di- 
InSnue continuellement à mesure que ce rayon augmente ; de sorte que 
bientôt cet angle peut être regardé comme nul ; or, il est naturel de 
ifenser que c'est la direction des vitesses des molécules d'air qui nous 
iaît juger de la direction du son , comme c'est leur grandeur qui déter- 

Inirieson intensité; cela explique donc pourquoi la direction du ' son 

nous indique l'endroit d'où il est parti. 

"Nous avonsobtenu ces résultats relatif à la direction et- au déeroissement 
XIK' Cahier. S s 
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(les vitesses des molécules d'air, en développant l'intégrale de l'^quatia 

k-^u son en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de \ 

[■distance au centre du mouvement. Après avoir trouvé cette série, no» 

l'avons transfoririL-e en une intégrale définie, qui nous a fait découv] 

[une classe très -étendue d'intégrales particulières sous forme finie, (j; 

tfaiisfont à l'équation du son. Chacune de ces intégrales répond à i 

L'hypothèse particulière sur la nature de l'ébranlement primitif; elles oj 

li'avantage de montrer comment cet ébranlement, produit dans une trèi 

[petite portion d'air, peut se répandre dans ia masse entière, de manièl 

► que la vitesse des molécules d'air ne soit pas ia même dans tous les seii^ 

Ict l'on peut vérifier sur chacune d'elles, que, malgré cette différence c 

[vitesse, celle du son est toujours la même sur tous les rayons sonoret 

[ comme nous l'avons démontré généralement. , 

Lorsque la masse d'air est terminée par une surface de position fix< 

[l'expérience fait voir que le son , parvenu à cette surface, est réfléci 

I par elle. M. Lagraiige a considéré cette réflexion du son dans un canî 

[cylindrique infiniment étroit; mais personne encore ne l'a détermina 

fune manière satisfaisante, en conservant à l'air ses trois dimensionj 

t en supposant la surface réfléchissante coupée sous tous les angles poi 

fibles par les rayons sonores. Quand cette surface est un plan indcfin^ 

nous démontrons que la réflexion du son se fait comme celle de I 

lumière sur un miroir plan , c'est-à-dire, que le son réfléchi est le mêw 

pour la direction et pour l'intensité, que si l'ébranlement primitif ava 

eu lieu derrière le plan, à une distance égale à celle du véritable ébrj 

lement primitif en avant du pian, et de manière que la droite qui joU 

ies deux centres fût perpendiculaire à ce plan. Il résulte de là que cbaqi 

molécule d'air est mise en mouvement deux fois diffcrenies ; chaque i<| 

elle décrit une petite ligne droite , la première fois sur ie rayon direct , < 

ia seconde fols sur le rayon réfléchi ; ces deux mouvemens sont sépar 

par un intervalle de temps qui dépend de la distance de la molécule j 

plan fixe; et quand la molécule est très -voisine au plan, les deu 

mouvemens coïncident en partie , le commencement de l'un avec la i 
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!> Tautrc i par conséquent cette molécule décrit une petite courbe i 
Ja nature dépend de ceiie de i' ébranlement primitif. On peut supposer 
cet ébranlement tel que les courbes dont nous parlons aient plusieurs 
points d'inflexion ; c'est le cas oiî les molécules d'air font plusieurs allées 
et venues sur ie rayon direct et sur le rayon réffédhi. Mais quelles que 
soient ces courbes , les molécules qui ne touchent pas ie plan , pourront 
en approcher indéfiniment et ne l'atteindront jamais, et les lignes qu'elles 
décrivent seront toujours terminées par deux droites, l'une dirigée sui- 
vant le rayon direct, l'autre suivant le rayon réfléchi; au contraire, les 
molécules qui touchent le plan n'en sortiront point , et leur mouvement 
aura lieu dans le plan même. 

Dans le système de l'émission de la lumière , il suffirait de savoir 
comment la lumière est réfléchie sur un plan, pour en conclure sa ré- 
flexion sur une surface quelconque ; parce que l'on peut considérer iso- 
lément chaque rayon lumineux, et substituer à la surface réfléchissante 
Son plan tangent au point où ce rayon vient tomber : ce n'est plus 
ensuite qu'une simple question de géométrie, de déterminer l'intensité 
de la lumière réfléchie en un point donné, ou, ce qui est la même 
«hose, le nombre de rayons réfléchis qui viennent se croiser en ce point. 
Mais, quand on veut savoir comment les ondes produites dans un fluide 
élastique ou dans un fluide incompressible, sont réfléchis par une sur- 
face qui termine ce fluide, il faut nécessairement considérer la réflexion 
Je l'onde entière, et déterminer la figure et la vitesse de l'onde réfléchie. 
Oest ce qui fait la difficulté du problème, qui ne peut être résolu que 
pour chaque surface réfléchissante en particulier. 

En supposant que le son parte de l'un des foyers d'un ellipsoïde de 
révolution , et qu'il soit réfléchi par sa surface, nous démontrons rigou- 
leusement que le son réfléchi forme une onde sonore dont le centre est 
à l'autre foyer de l'ellipsoïde , et qui se rapproche continuellement de 
tet autre foyer, en conservant toujours la figure sphérique. 
- Les rayons de l'onde sonore directe et de l'onde sonore réfléchie, qui 
aboutissent à un même point de la surface réfléchissante, font donc des 
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angies égaux avec la.normale en ce |>oint ; ainsi Ton ]peut dire que i'ad|^, 
d'iaci4ence e^t égal à i'angie de réflexion , commie, danâ la réflexion dç 
la .lumière» quoique cela «ne tienne pas à la même catise. De plus» nous^ 
déduisons l'intensité du ^on réfléchi de celle du son direct ; et le caiicul 
j^it voir que le rapport d|î ces intensités sur deu:^ rayons sonore qi^ 
aboutissent à un niênie point de la surface, est le même que celui qui 
aurait lieu, dans le même cas.» entre la lumière directe et la lumière 
réfléchie. Sur un même rayon sonore i^ l'intensité du son réfléchi va en 
croissant à mesure que l'on s'approche du second foyer de l'ellipsoïde; 
de manière que.: pour des points vçisins de ce foyer » cette intensité est. 
beaucoup |)lus grande que celle du son direct* Ce résultat est con^rmé, 
par l'expérience ;. car on sait que si fon parle à voix basse au foyer 
d'une voûte elliptique , la voix se lait entendre distinctement à l'autre 
foyer , tandis qu'elle disparaît en tout autre point. Quant à la vitesse du 
son réfléchi, elle est la même que celle du son direct; d'où il suit que 
le son parvient en un point quelconque, par une ligne brisée, dans le 
même temps que le son direct emploierait à parcourir une ligne droite 
égale en longueur à cette ligne brisée. 

Ce qui est démontré par un ellipsoïde de révolution . dans lequel la 
distance des foyers est quelconque, convient également au paraboioïde ^^ 
en. suppojsant que cette distance devienne infinie. ^I^ son produit au 
foyer d'un paraboloïde de révolution, sera donc réfléchi par sa surface, 
p^alièiement à son axe, et réciproquement. 

Nous avons aussi considéré le son produit à l'un des foyers d'un hyper^ 
boioïde de révolution , et réfléchi par sa surface concave ou convexe ; cette 
réflexion présente des propriétés analogues à celles de la réflexion sur 

■ * 

l'ellipsoïde. Enfin, si l'on fait abstraction d'une dimension de l'air, on 
trouve que le son produit au foyer d'une section conique , est réfléchi 
vers l'autre foyer. 

Il existe une difl^érence sensible entre la vitesse du son, calculée d'après 
la théorie , et celle qui résulte de l'expérience. Tous les physiciens qui 
ont mesuré directement cette vitesse , s'accorçlent à ^a trouver plus grandf 
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compression , la chaleur rendue sensible ne fût pas la mime que quan< 
nous comprimons un volume d'air dans un vaisseau fermé : il est dom 
impossible de déterminer, â priori , l'augmentation de l'élasticité due ai 
développement de chaleur qui accompagne la propagation du son. Quo 
qu'il en soit, cet accroissement n'en est pas moins incontestable» é 
l'on ne saurait douter qu'il n'influe sur la vitesse du, son. La diffcrena 
qui existe entre le calcul et l'observation , provient-elle de cette seul) 
cause î II nous semble qu'on sera autorisé à le conclure, si l'on ne peui 
faire aucune objection contre l'analyse d'où l'on a déduit la vitesse A 
son , et si en même temps on a eu égard , dans le calcul de cette vitesse 
à toutes les circonstances physiques qui peuvent avoir quelque influena 
sur ie résultat. En comparant alors la vitesse calculée à la vitesse obsel 
vée , on déterminera la quantité de chaleur rendue sensible dans fi 
production du son , et employée à augmenter l'élasticité de i'air. 
trouvera dans la suite de notre Mémoire , le résultat de la comparaisc 
de ces deux vitesses. 

Dans le calcul d'où l'on déduit la vitesse du son , on considère 
vitesse des molécules d'air comme très -petite , et l'on néglige fe 
et les puissances supérieures de cette vitesse. Euler avait pensé que I 
différence entre le calcul et l'observation tenait à cette cîrconstancl 
Selon lui , la vitesse des molécules d'air qui produit le son , n'est pa 
assez petite pour qu'on puisse négliger son carré sans erreur sensible 
sur- tout quand l'intensité du son est fort grande , comme dans les ci 
où l'on a déterminé sa- vitesse par l'observation. Pour lever cette diffl 
culte, nous avons considéré la propagation du son dans une ligne d'an 
et nous n'avons supprimé aucun terme de l'équation du mouvemeiïl 
Alors cette équation n'a plus la formelin éaire; elle n'est plus intégrabl 
sous forme finie ; mais elle admet , sous cette forme , une intéj 
particulière qui renferme une fonction arbitraire , et qui suffît pou 
déterminer le mouvement de l'air , quand on suppose que la vitesse d* 
molécules, sans être très-petite, est seulement plus petite que celle tS 
son. Au moyen de cette inte'grale, on démontre, en toute rigueur, qi 
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Vitesse du son est mac 
<jue'de la cause <[in a prod 



idante de celle des molécules d'air, ainsi 
le son. Le son, fort ou faible, se transmet 
^onc avec la mt^ine vitesse, ce qui est conformé à l'expérience. 

Tout ce que nous venons de dire suppose la température et la den- 
sité constantes dans toute la masse d'air; mais comme la vitesse du son 
c«t égale à la racine carrée du rapport de l'élasticité de l'air à sa densité 
(quand on néglige la correction due au développement de la chaleur), 
il s'ensuit que toutes les fois que ce rapport ne changera pas, la vitesse 
du son ne changera pas non plus ; d'où nous pouvons conclure qu'en 
supposant toutes les couches de l'atmosphère à la même température, 
la vitesse du son doit être la mfime que si la densité de l'air ne variait 
pas en passant d'une couche à l'autre ; car dans ce passage l'élasticité varie 
dans le même rapport que la densité , quelle que soit la loi de la pe- 
santeur. II n'en sera pas de même si la température varie en même 
temps que la densité; alors le son ne se transmettra plus d'un mouve- 
ment uniforme, et, de plus, sa vitesse ne sera pas la même sur tous 
les rayons sonores ; en sorte que l'onde sonore n'aura pas une figure 
sphérique, comme dans le cas de la température constante. Supposons, 
par exemple , que la température décroisse proportionnellement à la 
hauteur verticale , à mesure que l'on s'élève au-dessus de la surface de 
•a terre , ce qui a effectivement lieu dans la nature , comme il résulte 
«e la théorie des réfractions comparée à l'expérience ( Voyei le to.'^ livre 
•le la Mécanique céleste). Dans ce cas, si l'on imagine un rayon sonore, 
Partant d'un point élevé dans l'atmosphère et aboutissant à la surface de 
■a terre, la température, et par conséquent le rapport de l'élasticité à la 
*lensitc de l'air, croîtront sur ce rayon, proportionnellement à sa longueur 
'^luliipliée par le cosinus de l'angle qu'il fait avec la verticale; d'où l'on 
peut conclure que le mouvement du son sur chaque rayon sonore, sera 
**e même nature que celui d'un corps pesant qui glisserait sur ce rayon 
'^nime sur un plan incliné, et qui partirait de l'origine du rayon avec 
ïTiç vitesse donnée. Ainsi , la vitesse du son sera d'autant plus grande 
S'J* ie rayon sonore s'écartera moins de la verticale , et cette vitesse sur 
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tin même rayon s'accélérera proportionnellement au temps écoulé déptil 

i'origine du mouvement. ; 

L'équation aux différences partielles qui renferme la théorie du son 

change de forme quand on a égard à (a pesanteur de i'air et à la variatio 

de température. Pour en déduire directement la vitesse avec laquelle i 

■-son se propage, il faut employer l'intégrale de cette équation, exprima 

^u moyen d'une intégrale définie , et l'on est conduit de cette maniè| 

à l'expression de la vitesse que nous ont indiquée les considération 

précédentes. Cette même intégrale fournit aussi un moyen de déia 

miner l'intensité du son produit à différentes hauteurs dans l'atmosphèn 

Lorsque la température est supposée constante, on parvient à ce résula 

remarquable , que l'intensité du son ne dépend que de la distance qu' 

a parcourue , et de la densité de la couche de l'atmosphère d'où il i 

parti ; de sorte que cette intensité est la même, dans tous les cas , 

fij l'atmosphère était homogène et d'une densité égale à celle de cea 

couche. Il suit de là que les personnes qui s'élèvent en ballon , doiva 

.entendre le bruit qui a lieu à la surface de la terre, aussi bien que i 

teilles fussent restées à cette surface même ; tandis que le bruit qu'elle 

produisent dans une couche élevée de l'atmosphère , est aussi faiblemei 

Pisntendu à la surface de la terre, qu'il Je serait dans cette même couche 

[ à distance égale. On s'assure aisément que la variation de température 

■ .•d'une couche à une autre de l'atmosphère, ne saurait altérer sensiblemel 

iie résultat , qui paraît en effet conforme à l'expérience. 

En général , il est facile d'obtenir des intégrales définies qui sati 
[liassent à une équation donnée aux ditférences partielles; mais ces inB 
f grales ne sont le plus souvent qu'un simple jeu d'analyse , qui n'apprel 
■rfien sur la nature de la fonction qu'on veut déterminer, et qui n'avan 
r en rien la solution du problème qu'on se propose de résoudre. Celli 
bdont M. Liiphice a montré l'usage pour intégrer les équations aux difl 
Ifences partielles du second ordre à trois variables [Mémoires àe l'Aa 
demie, année iy^)t ne sont pas dans le même cas; ce sont, au contraïrci ■ 
des intégrales de cette forme qui nous ont donné la vitesse et l'imensité 
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du son , lorsque la densité et la température de I air sont supposées 
variables ; et M. Laplace s'en était déjà servi pour déterminer la vitesse 
du son dans le cas où i on fait abstraction d'une dimension de i air , et 
où Ton suppose que Tintençité ne dépend que de la distance au ceAtre de 
l'ébranlement primitif. Beaucoup d'autres questions , comme fa trans- 
thission du mouvement dans une chaîne pesante, la propagation du son 
c^ans un tuyau dont la largeur n'est pas constante, les vibrations des 
cordes inégalement épaisses , se résolvent au moyen des intégrales dé- 
lies. Pour en donner un exemple, nous avons résolu , à la fin de notre 
Mémoire , le problème de la chaîne pesante , en la supposant homogène 
et d'une égale épaisseur dans toute son étendue. 



Équations différentielles du Mouvement de tair. 

[ 1.] Pour prendre la question sous le point de vue le plus général; 
considérons un fluide élastique dont toutes les molécules sont soumises 
i faction de forces quelconques. Soient m une de ces molécules; x, y, i 
les trois coordonnées rectangulaires de cette molécule, au bout du temps ( 
écoulé depuis l'origine du mouvement; u, v, v les trois vitesses de m, 
au même instant, respectivement parallèles aux axes des x, y, i; enfin, 
soient , toujours au bout du temps t , f et/' la densité de m et la pression 
qfle cette molécule supporte en vertu de son éf asti cité, cette pression 
étant rapportée à l'unité de surface. Si la température était la même dans 
tdtit« la masse flfuide, p serait proportionnelle à /, d'après la loi de 
Mariotte; généralement p dépendra de la température et de la densité 
de m ; mais nous supposerons le fluide tellement disposé , que les mole- 
cuies de même densité aient aussi même température , et alors nous 
pourrons regarder p comme fonction de f sCufement. 

Décomposons toutes les forces appliquées à la molécule m , en trois 
autres X^Y^Z,, dirigées respectivement suivant les coordonnées x, y^ i» 
et tendantes à augmenter ces coordonnées. La formule Xdx-+- Ydy'+'Zdz 
XIV/ Cahier. ' Tt 
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est une différentielle exacte , toutes les fois que les forces appliquées au 
point m sont dirigées vers des centres fixes ou mobiles , et que chaque 
force n'est fonction que de la distance du point m au centre vers lequel 
elle est dirigée ; ce qui est le cas de toutes les forces de la nature. Nous 
pouvons donc faire 

q étant une fonction de x, y, z. Nous supposerons également que la 
formule udx -^ vdy H-* v^d^ soit une dlâ^rentielle exacte » et nous 
ferons 

udx -^rvdy-^v^dizzz d<^p 

<p désignant une fonction de x,y, z, t, et la différentielle d^ étant prise 
seulement par rapport à x, y, j. Cette supposition est permise toutes 
les fois que le fluide ne fait que des oscillations très-petites autour de 
fétat d'équilibre , et que Ion ne retient dans le calcul que les premières 
puissances des vitesses u, v, y ; or , c'est particulièrement ce genre de 
mouvement que nous nous proposons d'examiner dans la suite de ces 
recherches. D'ailleurs on démontre que la formule udx H- vdy -+- yi\ 
est une différentielle exacte pour toutes les valeurs de t, si cela a lieu 
pour une seule valeur particulière de cette quantité. Il suffit donc , pour 
légitimer notre supposition » d'imaginer que l'ébranlement primitif du 
fluide a été tel, que la formule en question fut alors une difFérentieile 
exacte ; ce qui comprend le ca$ où les vitesses initiales des molécules 
sont toutes nulles , et une infinité d'autres cas. 

Cela posé, les équations du mouvement du fluide se réduisent à deux 
( Vùyei la Mécanique analytique ) , savoir : 

^^ . d.^£L^ i.^J^^ d.^^zizo (b). 



dt • --^ dx ' *••' dy ^ "'-^ di 



dx dy di 

Comme p est une fonction donnée de f , ces deux équations ne ren- 
ferment que les deux inconnues / et cp. En les intégrant /on aurait donc 
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les valeurs de <^ et / en fonctions de x.y^ z* '/ ^t» V^^ ^^^ » on aurait 
celles .de m, v, v\ au moyen des équations 



de dé f df 



dx '• — d^ ^ ' —^ di ' 

par conséquent le problème serak résolu complètement , puisqu'on auraic 
à chaque instant, et en un iieu quelconque de là niasse fluide, la densité; 
la pression , la vitesse et la direction du fluide. L'intégration générale 
de ces équations est impossible; mais eiies se simplifient beaucoup/ 
lorsqu'il s'agit de l'espèce particulière de mouvement de Tair qui produit 
ie son ; et quoiqu'elles ne deviennent point encore intégrables soui 
£bnne finie, on peut cependant en déduire les propriétés les plus im-* 
portantes de ce mouvement : je veux dire celles qui sont relatives à sa 
propagation et à sa réflexion. 

Propaffation du Son dam une masse if air dont la densité et la température 

sont constantes^ 

[2.] Nous ferons abstraction dans cet article de la pesanteur de 
fair , et nous supposerons la densité et la température constantes dans 
toute l'étendue de la masse fluide. Concevons donc une pareille masse 
4'air en repos ; supposons que l'on vienne à en comprimer ou dilater 
ime portion très-petite, et qu'en même temps on communique, par un 
moyen quelconque , des vitesses aux molécules qui composent cette 
portion d'air : cet ébranlement partiel se répandra dans la masse entière t 
de proche en proche et par ondulations ; or , c'est la loi de cette propa^ 
gation qu'il s'agît de découvrir. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que la portion d'air. primitive*- 
ment ébranlée soit une sphère dont nous représenterons la rayon par 
ft, et au centre de laquelle nous placerons l'origine des coordonnées x, 
y^ Z. hsL condensation et la vitesse des molécules varient d'une manière 
quelconque dans l'intérieur de cette sphère ; de sorte que , si la portion 
4'air ébranlée n'était point une sphère , on pourrait toujours lui supposer 

Tt z 
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cette figure , pourvu que Ion supposât en même temps que les vitesses 
et les condensations sont niiiles dans . certaines parties de cette sphère. 
Nous appellerons onde sonore, la partie de l'air en mouvement à chaque 
instant, et rayons sonores , les lignes menées du centre de fébraniement 
primitif aux difTérens points de l'onde sonore. Enfin , nous regarderons 
comme très-petites les condensations et les vitesses des molécules d'air 
qui produisent la sensation du son ; et nous supprimerons dans le calcul 
les produits et les carrés de ces quantités , ainsi qu.e l'ont fait tous les 
auteurs qui se sont occupés de la théorie du son. Lors même que les 
condensations et les vitesses initiales ne seraient pas très-petites , elles 
ne tarderaient pas à le devenir , puisque l'ébranlement primitif a eu lieu 
dans une portion d'air dont les dimensions sont très - petites , et qu'il 
doit se répandre, en tous sens, dans une masse d'air indéfinie. 

[ 3«] Soi£NT /) la densité et h la hauteur du baromètre , dans toute 
l'étendue de la masse d'air , avant que le mouvement ait commencé ; 
faisons fz=zD ( i -^y), en sorte que y représentera la condensation , 
positive ou négative des molécules d'air » pendant le mouvement ; en 
appelant g la gravité, et en prenant pour unité la densité du mercure, 
on aura g h pour la pression correspondante à la densité D, pression 
qui est la mesure de l'élasticité de lair ; et d'après la loi de Mariette^ la 
pression deviendrait pendant le mouvement ^ p z:=. gh (i -^y) , si la 
température ne variait pas. Mais ce mouvement étant accompagné d'une 
compression ou d'une dilatation de l'air , la température doit s'élever on 
s'abaisser , et il en doit résulter une variation dans l'élasticité ; d'ailleurs 
la condensation y étant très -petite, on peut supposer la variation dc;- \ 
température proportionnelle à cette condensation ; il faudra donc ajouter ' 
à la quantité gh (i --{^y) , \in terme de la forme gh . ky^ pour avoir .^ 
l'élasticité de l'air pendant le mouvement , k étant un coefficient constant , 
dont nous déterminerons la valeur dans la suite de ce Mémoire. (Voye^^ J^ 
f article ayant pour titre : Examen des différentes circonstances physiques qui 
peuvent itrfiuer sur la vitesse du son). 
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li nous aurons pzzgk (i -f-VH- kyj ,et f. -^ = tf\ log. {i -i-yj , 

ff h 

en disant, pour abréger, -— . (i -H^/zz: a*. Les équations (a) et (b) 

7 • 

du n.? 1 9 deviendront donc 



/ - 



^> d*f i/*9. ^9 

■ ■ " ■ = o; 



Jt </x* Jy» di* ■" 

en faisant attention qu'on a ^=: o, puisqu'aucune force n^gît sur les 
molécules d'air; et en supprimant les termes de seconde dimension par 

rapport à la condensation y et aux vitesses -^ , -^ , -j^ . Éliminant y 

entre ces deux équations, il vient 

CTest f équation connue qui renferme la théorie du son ; et quand la 
fonction ^ sera déterminée, ses différences partielles par rapport à 
X, y, 1, feront connaître la vitesse de la molécule d'air qui répond aux 
coordonnées x , y^ i, respectivement parallèles à ces trois coordonnées , 

tandis que la différence -^ — donnera la condensation de la même 
molécule, en vertu de l'équation a^y H — 7^== o. 



dt 
L'équation (i) , même en faisant abstraction d'une dimension de l'air ^ 

ce qui la réduit à 

i^p y d^f d*^ 






dt^ 

ii'est pas întégrable sous forme finie, c'est-à-dire, que son intégrale 
générale ne peut être exprimée qu'en série infinie. M. LegenJre a dé- 
itiontré directement cette proposition ( Mémoires de ï Académie , année 
'1^87 ); et d'ailleurs on savait à€)k que la dernière équation n'était pas 
întégrable sous forme finie, dans le cas particulier où <p n'est fonction 
^ue de / et -j/ (x^ *^y^) } ^on l'on pouvait conclure , à plus forte 
x^aison , qu'elle ne l'était pas quand <p est une fonction de t, x, y. 



J J ^ 



Il est facile d'obtenir des intc^graies particulières sous forme finie, qui 
satisfassent à l'équation (i). Ces intégrales répondent à des hypothèses 
particulières sur .la nature de lebranlement primitif ^ mais , jusqu'à 
présent, on n'en a trouvé que deux pour lesquelles lebranlement ^piimiti£ 
soit renfermé dans une portion très - petite de la masse d'air : ce sont 
les seules qui puissent servir dans la théorie du son, où il s'agit de 
savoir comment un pareil ébranlement se répand dans la masse entière. 
Ces deux intégrales se rapportent au cas où Ion fait abstraction de deux 
dimensions de l'air , et au cas où la quantité ^ n'est fonction que de i 
et |/ ^x* --H^* -+- '^): il en existe une infinité d'autres que nous don- 
nerons bientôt. 

[4-] Transformons les coordonnées x» y, z, en coordonnées po» 
laires qui aient la même origine : soient rie rayon vecteur, u le cosinus 
de i angle que ce rayon fait avec Taxe des i, (à langie que fait la pr< 
jection du même rayon sur le plan des x et/, avec i axe des x; on aura ^ 

X.'^^ru, x'zzi r.\/(i — ^ tf*^,co8. €ê,y z=: r.\/{i — a*y>.sîn. c#; 

et Téquatîon ( I ) deviendra 

d.(l—u*) — -î- 

On aura, de plus, 
à9 _ d^ .«-4— jt-./^,_„»;,cos.«-t-^^./(^I-«V.wn.-» 



dr di ^ Jx •' i * " /.«...a. w ^ j^ 

d où l'oji peut conclure que -^— exprimera la vitesse suivant le rayon «. ^# 
car les trois termes de la valeur dç —- , ne sont autre chose que les tro:-^i2>îji 

yhesses "^^» -^ — > -^ — t décomposées suivant ce rayon. 
On trouvera aussi 

dp* dp* 

i/«* dy* 



dp* ^^ df* 


dp* 


ï— M» 


dp* 
^ dtt* 


1 


_^^^ * 


di* "^ dt* '^ 


• r» 


• f-('i— »»; 


/ 
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équation qui donnera ia valeur de la vitesse dans sa propre direction i 
de sorte que si l'on appelle m, Tangle que cette direction fait avec le 
rayon r, on aura 



COS. m 






[5.] En multipliant tous les termes de Téquation (2), par du d^^ 
et intégrant ensuite par rapport à « et à «, depuis f^=i jusqu'à u=z — i , 
et depuis ^ = o jusqu'à c# =:: 2 tt (tt représente le rapport de la cir- 
conférence au diamètre), on aUra 






R désignant, pour abréger, l'intégrale /. ^ du dtê. En effet, le terme 



du 



^mtÊ^ 



du 



-, multiplié par du, et ensuite intégré par rapport kur 

d r0 

donne { i — u^ J —^ — , quantité nulle aux deux limites ir =: i et 
M = — t ; et ie terme .* / , multiplié par da , et ensuite intégré par 

d r €> 

rapport à e^, donne ■ ' ■ >, quantité qui a la même valeur aux deux 

Jkiites Oi^ = oet«# = 2 7r. 
1/intégraie de la dernière équation est 

j^ _. f(r—at) F(r^at) 

• r r ^ 

Jet F étant les deux fonctions arbitraires. On tire de là 
f* . —7-:=zar.F'fr-hatJ — ar.f(r — at) , 



dt 

en désignant par f (r — ût) , F' (r -^ at) ^ les différentielles de 

j(r ^^ at) y F (r -^ at) , prises par rapport à r, et divisées par^n 

Qr, si fon conçoit une surface sphérique dont le rayon soit r,, et dont 
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le centre 6oit à l'origine des coordonnées, et si Ton décompose la vitesse 
de chacune. des molécules d'air » placées à cette sur&ce^, suivant le rayo& 

r qui aboutit à cette molécule ; il est évident que r* . -jj^- sera la somme 

de toutes ces vitesses décomposées , et que ^ . ■ ,^ exprimera h 

somme des condensations des mêmes molécules. Mais , à forigine du 
mouvement , Tair n'a été ébranlé que dans une portion qui s'étendait 
depuis rzzzo jusqu'à r = et, autour, de l'origine des coordonnées que 
nous avons placées au centre de l'ébranlement primitif; les deux fonctions 

-^~ et -^ — doivent donc être nulles, quand ?=o, po\ir toutes les 

valeurs de r qui surpassent <l ; condition qui sera remplie , si les fonctions 

Jr et Ff sont nulles pour toutes ces valeurs de r ; alors la fonction 

J (r-^a t) sera nulle tant qu'on aura r > /i / -f- et , et la fonction F(r^at) 

sera nulle toutes les fois qu'on aura r > et — ^ f ; je dis de plus, que 

f(r-'^at) sera aussi nulle, quand on aura r<at. En efiet, imaginoiis 

une sphère dont le rayon soit a! <<l^ et dont le centre soit à Forigine 

des coordonnées ; supposons que les molécules d'air qui font partie de 

cette sphère , n'aient reçu ni condensations ni vitesses à Torigine ch 

mouvement, il faudra que —^ — ^^ ^5 — soient nulles, quand /=o, peur 

toutes les valeurs de r < et' \fr sera donc nulle pour les valeurs de r < ci', 
comme pour les valeurs de r > et ; donc f(r —* at) sera nulle ^qpiid 
on aura r < <i r -+- et' ; et comme cette conclusion a lieu , quelque petit 
que soit le rayon a\ elle subsiste encore quand on a al z= o, et il 
s ensuit ^t f (r — ai) serm nulle toutes les fois quon aura r<aL 

d R d R 

D après cela , les valeurs d -dessus de — — et --^ — seront nulles tant 
qu on aura r > a/ + c ; à finstant où ion aura r =: ^ r +* c, les 



d R d R 

cuantîtcs —j-;- et -^^ — prendront des Taleurs autres que zcto, et cfles 

redeviendront nul!es aussitôt quon aura rzzz 42 1. Les molécules dTaîr, 
placées à b distance r de Tori^ne des coordonnées , ne commencent 
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Jonc à s^ébranler que quand on aura r z=z at-h cl, et leur ébranlement 
ne pourra durer que jusqua ce qu'on ait r z= at, cest-à-dire, pendant 

iin temps égal à — : elles s'ébranlefont donc toutes au même instant à 

très-peu-près, puisque la durée de leur ébranlement sera très-courte, cl 
étant toujours fort petit par rapport à a. Ainsi, de quelque manière que 
le son ait été produit, sa vitesse sera la même sur dous les rayons sonores , 
fonde sonore conservera toujours une figure sphérique , et la vitesse Je cette onde 
jera constante et égale ^ a. . 

d R d R 

Observons que ion satisfait aux. équations -^ — :=: o et . zz: o, 

quand / = o , autrement qu'en prenant f r =z o et Fr z=z o. En effet, 
ces équations donnent 

rf^r — fr -H rF'r — - Fr = o, 
rr— /r = o, 
^ovL Ton tire 

frzzzb -^ cr, Frm — A -H cr, 

i et c étant des constantes arbitraires. On aurait aiors 

ffr — atj = b^cr^at, f fr-^atjrn c, 
F(r-^ at) == — ^ -+- rr-+- ^/, F (r — at) = c; 



nais en faisant usage de ces valeurs , on trouve que celles de —: — et 



dr ^^ dt 
9ont nulles pour toutes les valeurs de t , comme si Ton eût pris/riizo; 

Srizz, o. Cependant il était bon de faire cette observation, pour prévenir 

Une difficulté qu'on aurait pu élever contre la rigueur de la démonstration 

dR dR 

jMfécédente. On pourrait aussi craindre que ie$ fonctions -^ — , -^ — , ne 

fussent égales à zéro, sans que les vitesses et les condensations des 
moJécuIes d'air placées à la distance r de l'origine des coordonnées, 
fussent nulles ; alors ii arriverait que ces molécules seraient ébranlées 

d R d R 

avant que -^ — et -^ — eussent pris des valeurs, ou après que ces fonc- 
tions seraient redevenues nulles , ce qui renverserait notre démonstration. 
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Mais il est évident que cela ne peut avoir lieu qu'en faisant une suppo» 
sîtion particulière sur la nature de l'ébranlement primitif , et en plaçant 
i origine des coordonnées d une manière convenable ; d où il suit qu'en 
transportant cette origine en un autre point de la portion d'air ébranlée, 

les fonctions -j^- et -^—^ cesseront de pouvoir être nulles , sans que les 

vitesses et les condensations le soient aussi. ' 

[6.] Maintenant, si l'on veut connaître la grandeur et la direction 
de la vitesse de$ molécules d'air en chaque point de l'onde sonore, il 
faut intégrer en série l'équation (2), Pour cela, faisons xzzzr — ^2/,et 

r<p=f{x, u, û);h .f.ft{x,u,a>;dx'^-—- .f*.f,{x,u,6a;dx*-^âLC.... (f); 

fpfxpfxf &c., désignant des fonctions à^ x, u, (», (Ju'il s'agit de déter- 
miner. Substituons cette série à la place de r<^, dans l'équation (2), et 
comparons les termes multipliés par des puissances semblables de r, 
nous aurons généralement 

/ . î r . y- .- ^ du d^.fn 



d u dùù^ I — M* 



Il étant un indice quelconque. De cette équation , on tirera successive- 

itient les valeurs ^^fi^fx^f^» &c. , au moyen de/qui restera une fonction 

arbitraire. 

^ En faisant x i=i r -\- at , on satisfera encore à l'équatîon (2), au 

lîioyen de la série 



m « 



r^—¥(x', u,m)^±- .{.F^C*, u, o) dx' -h -^ .J^.F^x, u, «;</*'«-«- &c... (F), 

F étant une fonction arbitraire de x', , » , et F, , F^ , F^ , &c. , étant 
d'autres fonctions de ir', » , « , qui se déduisent de ia première , d'aprit 
i'é.^uation géiiérale, _ . 
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clans laquelle n est un indice quelconque. La somme de ces deux séries 
donnera l'intégrale complète de l'équation (2). 

[7.] L'intégrale en série de l'équation (2), présentée sous cette 
£>rme, est propre à déterminer la vitesse au son, que nous venons de 
trouver par un autre moyen. £n effet, la portion dair ébranlée à 
l'origine du mouvement , étant supposée s'étendre depuis r^zzo jusqu'à 



oL, il faut que les quatre différences partielles 



df dp dp 



dt ' d<0 ' du 



-j — , soient nulles, quand /=i o, pour toutes les valeurs de r qui sur- 
passent fit ; or, on remplit cette condition en supposant , 

l.^ Que les fonctions/(^r, », a>J et F{r, u, cùJ sont nulles pour toutes les 
valeurs de r qui surpassent cl, quelles que soient d'ailleurs les valeurs de u 
et 6»; ce qui fait^que les diâférences partielles de ces fonctions par rapport 
i ir et à itf , et par conséquent toutes les fonctions fi, fx^ f^, &c. ; F, # 
F^, F^, &c. t seront aussi nulles pour les mêmes valeurs de r ; 

2,.^ QjLie les intégrales f .f, (r, u, té) dr, /. F, (r, u, cê) dr, sont 
prises depuis une valeur de r qui surpasse et, jusqu'à la valeur variable 
de r; en sorte que ces intégrales seront nulles quand cette seconde valeur 
de r surpassera aussi <l ; 

3.° Que les doubles intégrales y^.yi (r, u,c^J dr*, f'. F^ (r, u, t») dr"-; 
sont prises, une première fois, depuis une valeur de t , choisie arbitrai- 
rement, pourvu qu'elle surpasse ot, jusqu'à la valeur variable de r^ et 
une seconde fois , depuis une valeur de r> <l, jusqu'à la valeur variable 
.à^ T ; à^ manière que si cette dernière valeur de r surpasse aussi <l , ces 
doubles intégrales sont nulles ; et ainsi de suite. 

Tous les termes de la série (fj seront donc nuls, tant qu'on aura 
*>fle.our>^/-f-(t;de même tous les termes de la série fFJ seront 
tiuls, tant qu'on aura r^-h-at <eL; donc la fonction <p et ses différences 
partielles seront nulles, tant que r surpassera at-hcc. Ce sera donc à 
t'înstant où l'on aura rizi^ï/ -Hct, que les molécules d'air qui sont à fa 
^^ibtance r de l'origine des coordonnées , commenceront à se mettre en 

VV 2 
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mouvement ; ainsi la vitesse du son sera la même sur tous les rayons 
sonores , et sur chaque rayon elle sera constante et égale à a, comme 
nous Tavonfr ài€]k vu [n.° 5 ]. 

On peut aussi prouver que fébranlement des molécules situées à 
i extrémité du rayon r, doit cesser quand on aura rzizat. Il faut, pour 
cela, imaginer, comme nous lavons fait plus haut [n.® 5], une sphère 
qui ait son centre à lorigine des coordoiwées , et dont le rayon soit 
a! <<Lt et supposer que toutes les molécules dair, comprises dans cette 
sphère, n'ont reçu ni condensations ni vitesses à l'origine du mouvement. 
Dans cette hypothèse, les fonctions/,/,^, &c.; F, F,, F^, &c., 
devront être nulles , quand tzzzo , pour toutes les valeurs de r<A, 
comme pour les valeurs de r><L\ et comme cela doit avoir lieu, quelque 
petit que soit le rayon au ^ il s'ensuit, quand aJ est nul ou infiniment 
petit , que les fonctions f»fi,fi,y &c. seront nulles , après un temps 
quelconque, si la valeur de x , ou de r — at, est négative. On conçoit 
de là que tous les termes de la série (f) seront nuls , quand on aura 
r < at; tous les termes de la série (F) seront aussi nuis, si Ton a en 
même temps r H- û/ > et ; la fonction Cf) et ses différences partielles 
redeviendront donc égaies à zéro, dès l'instant qu'on aura r<at. 

[8.] En supposant qu'il s'agisse des molécules d'air situées hors des 
limites de l'ébranlement primitif, et qu'on ait par conséquent r>(t; il 
est évident que tous les termes de la série (F) seront nuls , quel que 
soit le temps t; de sorte que, pour ces molécules, la valeur de r^ se 
rt^duira à la série (f). De plus , si r est très-grand par rapport à «t, ce 
qui a lieu pour les molécules très - éloignées du lieu où le son a été 

produit , et si l'on néglige les quantités de l'ordre — , la série (f) se 

réduira à son premier terme. En effet, la fonction y^ (x, u, té) n'ayant 
de valeurs que depuis xzzzo jusqu'à xitikl , il s'ensuit que le terme 

— '/•fii^f^*^)^^ ^st une quantité de l'ordre — ; de même la 
fonction j^ (x, u, c^) étant nulle pour toutes les valeurs de x qui tombent 
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hors des limites x=zo , xz=z<t,le terme --^ ./ ./^ (x, u, a) dx* sera 



et» 



une quantité de Tordre —^ ; et ainsi de suite pour les autres termes de 

la sérîp ^/;. 

On aura donc simplement 

4[ivisant par r^ et différenciant ensuite par rapport à r^ on aura 

^9 I d.f(x,(ii,u) I ^, j 

ou» plus simplement, 

d^ I d.f(x,u,fi») ^ 



dr r dr 

négligeant le terme divisé par r'. On trouvera aussi 

d^ I d.f(x, u, (à) 

du """" r * du ' 

y» J_ à .f(x,u,(ù) ^ 

dùà " r * ^ dûf ' 

par conséquent [ n.® 4 ] » 



CDs. m 



EL 

dr 



yVidJ^iduJ • r* "^( ^« / • r^^i-H^J 



►ù Ton voit qu'à mesure que r augmentera , le cosinus de l'angle m 
pprochera d'être égal à l'unité , c'est-à-dire, que l'angle formé par la 
direction de la vitesse de chaque molécule d'air , avec le rayon sonore 
^uî aboutit à cette molécule, diminuera indéfiniment. 

Si donc nous considérons la propagation du son à une grande distance 
^u lieu où il a été produit, nous pourrons supposer que les molécules 
^'ak, pendant toute la durée de leur ébranlement , ne sortent pas du rayon 

^^nore sur lequel elles sont placées ; alors leur vitesse sera égale à -^7 » 
^Bt à cause de -— =;^ — . ~- , on voit que cette vitesse , pour toutes 
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les molécules placées sur un même rayon , est en raison inverse de la 
distance au centre de i^ébranlement primitif; donc si ion admet que 
Tîntensîté du son est proportionnelle au carré de cette vitesse, îi s'ensuivra 
que cette înteiijité doit décroître comme le carré des distances augn^nte» 
lorsque ces distances sont devenues fort grandes par rapport aux dimen- 
sions de la portion d'air primitivement ébranlée. Au reste, cette intensité 
peut varier d'une manière quelconque , en passant d'un point à un autre 

d'une même onde sonore, puisque -j— est une fonction de u et«, dont 

la forme dépend de la nature de l'ébranlement primitif, ou de la cause 
qui a produit le son« 

[9.] La série (f) peut être exprimée au moyen d'une intégrale définie, 
relative à une nouvelle variable h. En effet , il est facile de vérifier que 
l'on a généralement 

J .fn(x.U.^JdX ^f. ,.^.3 ;,_, î 

pourvu qu'on fasse A zzz x , "&près l'intégration ; en prenant donc 
/•/{x, u,cd) dx , au lieu àef(:ç, u, a>J, ce qui est permis, et en faisant, 

pour abréger, z:z 6 , la série (fj deviendra 

/• {/{A M U, (è) -+- $/, (b, u, f») -h -|- •/, (f^^u, ià)^^c. ] ih 
Soit 
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Convenons , pour simpiiâer, d'indiquer par I^ caractéristique J^j 
devant ui^ fonction quelconque •l' de « et «> , cette expression ; 

d.(\ — u*) -4^ 

H ' ^ du d*\ I 

Aie //ai^ I .._ 



du ^/«* * I -^ II* ' 

noqs aurons 



équation à quatre variables. Si Tûn supposait la fonction <^ indépen^ 
dante de «, l'équation (2) ne renfermerait plus que quatre variables ^ 
et l'équation ( 3 ) , d où dépend la valeur de y^ ne serait plus qu'une 
équation à trois variables : en faisant ô = i •+- y , cette équation pren- 
drait la forme 



dû dv 



du dv ' 

équation fort simple , qui n est cependant point intégrable sous forme finie 



"• 



[10.] Si ion fait, pour Bhré^er.f.yduJa z=z Y, Imtégrale étai 
prise depuis uz:=: i jusqu'à uzzz — i, et depuis cùzzzo jusqu'à c^ =::;= 2 
*7tr désignant le rapport de la circonférence au diamètre ».f équation (j^s ) 
donnera 



rf.<<29~e*;.-^ = o; 



doù l'on tire 

Vie — eV ^—const.\ 

mais il faut prendre cette constante arbitraire égale à zéro , sans quoi '* 

valeur de Y owàt fydudcê renfermerait log. , ce qui ne doit pas 
puisque y représente une série ordonnée suivant les puissances 

d Y 

et positives de 9. On aura donc -^r- :;=;: o , et par conséquent Y se :^r*a 

une quantité indépendante .de ô ; ainsi Y sera une fonction de h, q^^^-ze 
nous désignerons par 4^ h ; mais en ayant seulement égard à ia s6m-fe 
(f), on a r<p ^::z f .ydh ; d'où il suit r ttzzz f . Y dh ;=:/. \h^ A, 
R représentant , comme plus haut, l'intégrale /. ^dudcà\ et comme on 
doit faire hz^zxzzzr--^ at , après l'intégration , la quantité /• 4*^ ^* 
sera une fonction de r-'^at, et Ton aura r/? = fonct. ^r — ^//. La 
série (FJ donnerait de même rR zz: fonct. {r H- atj ; par conséqui^^nt 
la valeur complète de rR, sera 

rR =2 fonct. (r — atJ H- fonct. {r -^ at)f 
comme nçus l'avions déjà trouvé [ n.* 5 1. 
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[il.] Les Intégrales définies que nous avons substituées aux séries 
if) ^f (P) ^ y oui nous servir à trouver une classe d'intégrales particu- 
lières de l'équation (2), quil serait difficile de découvrir en considérant 
les séries elles-mêmes. 

Pour cela, observons que ion satisfait à f équation (3), en prenant 
yzznU.V, U et V étant des fonctions , la première de « et «, et la 
seconde de 6 , que Ion déterminera au moyen des équations 



rfY^e-ev. 



^e 



d.( l-^u^) . 



di 

dU 



i.i^ i.V 




du d* U I .... rr 

du . d^^ I — 1/* ' 

ms lesquelles / est un nombre entier et positif, que Ton peut prendre 
c^c^mme on voudra. On pourrait prendre tout autre coefficient constant, 
À la place du coefficient i.i -H i ; mais en employant un coefficient de 
crotte forme, les fonctions U^x. V s'expriment sous forme finie. En effet, 
^î Ion développe, suivant les puissances ascendantes de Tindéterminéd 

® ^ la fonction 

I 

ns laquelle lî et ul sont des constantes quelconques , on pourra prendre 

>ur tJ le coefficient de la puissance ô* dans ce développement^ lequel 

ient est une fonction rationnelle et entière de u, \/{i — u^J . cos. c#, 

fi — «V . sin. cé. {Voyez la Mécanique céleste, livre III, chapit. II.) 

*^'ailieqrs on satisfait à l'équation qui détermine V^ en prenant 

ï^>urvu qu'on ait entre les coèfficiens A, A,, A^, A^, . . .Ai, l'équation 
%én^raie 

^(n H- I ^* * ^«-hi — ;» . /i -h I . /4„-+- i .i -+- I . ^/i = o, 

^c laquelle on déduira les valeurs de tous ces coèfficiens , au moj^n 
^u premier , qui restera une fonction arbitraire de h. 



t^rrr ^> i » 
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Ainsi ion aura 

et Ton peut admettre cette valeur à^ y , puisque la relation qui doit 
exister [n.^ 9] entre Ie$ vaieurs (le y et -^, relatives à 6 = o , a évidenv- 
ment lieu ; car ces vaieurs sont A.Utt A,.U : or, on a 



A,=z 1 j U 






d où ii suit 

AJ'U J^.AU 



A,.U 



Maintenant, si ion remet • , à la place de 9, dans la valeur de;, 

si ion multiplie par dh , que Ton intègre par rapport à ^, et que Ion 
fasse h=ix, après Tintégration ; on aura, en supposant la fonction U 
indépendante àt h, 



^.pfix.dx^), 

fx étant une fonction arbitraire de jc ou de r — at, et les fonctions 
fi^p fzX , f X . . . .• . fiX , dérivant de la première, d'après' Féquation 
générale 

z,(n-{- i^»./,_H,jr — n,n -¥■ i./,x -H /./'H- i ./,*•=: o. 

Comme on peut prendre pour i tel nombre entier et positif que fon 
voudra , il s'ensuit qu on aura une infinité de valeurs particulières de 
r <p , qui satisferont à Téquatîon ( 2 ) , et la somme d'un nombre quel- 
conque de ces valeurs satisfera encore à la même équation, à cause 
de sa forme linéaire. On peut aussi prendre pour x , indifféremment 
r^-^at ou r-^at; en sorte qu'on aura deux suites d'intégrales partir 
«ilières de l'éq^iation (2). 

. Ces différentes intégrales répandent à des hypothèses particulières 



^IP 



HP 
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)ur la nature Je l'ébranlement primai'', qu'on pourra toujours supposer 
;ompris dans une portion d'air Unitée de toutes parts, comme l'exige 
a théorie du son. On peut vc-'fier, sur chacune de ces intégrales, le 
hdorème que nous avons dt^nontrc généralement ; savoir, que la vitesse 
iu son est ia m5me sur fUs les rayons sonores, quoique son intensité 

[rie en passant d'un rayon à un autre. 
[ 12.] Si l'en donrre à i toutes les valeurs possibles en nombres 
tiers et pofi'tifs, depuis i^o jusqu'à ; i=: oo ; que l'on prenne suc- 
ièssivemenî xrrr — ût et x:=:r-+-at ; enfin, que l'on fasse la somme 
le toutes ces valeurs particulières de r^), en les rangeant suivant les 
'■aleurs croJssanles de / , on aura l'intégrale complète de l'équation (2), dé- 
feioppée en série ordonnée suivant des fonctions rationnelles et entières 
le u, V (i — "'z' • sin. a, ■j/^'i — h V . cos. a , dont la proprictc est 
le satisfaire à l'équation générale , 



d.(l^U')- 



i^Ui 



H-/. 



. 6/, = o, 



f du du* ' 

3ans laquelle / est un indice quelconque. 

Nous indiquons cette forme de développement, à cause de son ana- 
logie avec la forme du développement que M. Laplace a donné pour 
l'intégrale de l'équation 

r —77 H-,— .^— .-H — T-r- =0, 



it dont il a si heureusement tiré parti dans la théorie des attractions 
ies sphéroïdes et dans celle de la figure des planètes. 
■ En partant de cette propriété des fonctions Ui (Mécanique céleste; 
6w. m , chap. Il ) , que l'intégrale /. Uj du du , prise depuis u = i jusqu'à 
u 3z: — I , et depuis » =: o jusqu'à u:z=: z 'tt, est égale à zéro , excepté 
quand on a / = o , on peut aisément retrouver l'équation 



k 



rRz^ fonct. (r — ûiJ - 



■ fonct. {r -H at}. 

Xx î 
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'Mélange des Som simultanés, 

[13.] La somme des deux séries (fj et tF) donne là valeur la plos 
générale de rcp qui satisfasse à f équation (2)-, cependant quand faira 
été ébranlé dans plusieurs lieux à-Ia-fois , il serait difficile de déterminer 
les fonctions arbitraires que ces séries renferment , de manière à repré- 
senter l'état de 1 air à 1 origine du mouvement. On éludt cette difficulté , 
en observant que si Ton transporte l'origine des coordonnées x$h ^ 
en un autre point, et que x\y , i soient les nouvelles coordonnées , 
dont on n a pas changé la direction, l'équation (i) du n.^ j deviendra 

dt* ( dx^ ^^ dy^ ^^ dz'W * 

de plus , si Ton désigne par / le rayon vecteur d'une molécule que- J- 
çonque, relatif à cette nouvelle origine, par u^ le cosinus de l'angle qujse 
ce rayon fait avec l'axe des i, par c/ l'angle que la projection du ménr-^c 
rayon sur la place des x' , / feit avec l'axe des / , l'équation précédeik ^e 
se changera en 

d/i^u*T — 

îrf*^r> %/dKr'(p ^ ^ du' d^.r^ 



^ /dKr'ip ^ du* d'.rf I \ 

f( dr^ "^ r'* .du' "^"T^'*""' r'Yi— m'V/' 



dt* 

équation que l'on doit regarder comme une transformée de l'équation (1) 
du n.** 4* Ofi conclut de ce que cette transformée est semblable â 
l'équation (2) elle-même, que l'on satisfera encore à cette équation (a), 
en remplaçant dans les séries {fJ et (FJ les quantités u, t», r, respec* 
tivement par u , a , r , ce qui donnera de nouvelles séries que nouj 
désignerons par (fJ et (FJ ; d ailleors , à cause de la forme linéaire dé 
Téquatîon (2), on peut ajouter ces nouvelles séries aux anciennes, et!» 
somme satisfera également. 

Maintenant, si l'air a été ébranlé à - la - fois vers l'origine des côor-^ 
données r, u , <è et vers celle des coordonnées r , u , cè' \ si le premier" 
ébranlement s'étendait depuis r = o jusqu'à r =: <t, et le second^ 



' ANALY-^E- 3Â9 

Ipuis /=o jusqu'à r'=a.'; on re-^^sentera cet état primitif de l'air, 
jt supposant que les fonctions pbitraires de r — ■ at et r H- «ï qui 
itrent dans les séries {/) et /"A sont nulles pour toutes les valeurs 
• ces quantités qui sont négatives, ou qui surpassent a., tandis que 
t fonctions arbitraires i^ f' — ût et r -t- at, que renferment les 
{/') et {F"}. «-Jnt nulles pour toutes les valeurs de r ^ at 
•+~ at qui su-passent af , et pour toutes les valeurs négatives de 
a t. D'aprè" cela, il est visible que les deux ébranlemens partiels 
Lpropageropi: indépendamment l'un de l'autre, et comme si chacun 
)|3X existait seul ; et il en sera de même quand l'air aura été ébranlé 
!' plus de deux endroits differens. 
En général , désignons par r, u, « les coordonnées polaires d'une molé- 
B d'air par rapport à une certaine origine, et représentons par f/J et fFj 
i sommes des séries que nous avons trouvées [ n." 6 ] , pour exprimer la 
Êur de rcp ; désignons de même par r , u , a ; r" , u" , a" , &c. , les 
irdonnées polaires de la même molécule par rapport à d'autres origines ; 
fent f/J, {/"J, (f"). &c.; (F), (F), (F"), &c., ce que devien- 
mt (f) et (F), quand on y remplace les quantités r, u, «, par leurs 
■logues T , u , U) ; r" , u" , «"; r" , u", «'", &c. : on satisfera à i'équa- 
lU (2), en prenant 

f ' ' ' ' 

^s il est bon d'observer que l'équation 

\ <, = JVZ+JÏL, 

^ T r 

I 

|yi est pas moins l'intégrale complète de l'équation (2), puisque celte 
p»ur de cp renferme deux fonctions arbitraires ; ainsi l'addiuon des 
Ères termes n'augmente en rien la généralité de la valeur de <^ , seu- 
Ôent cette valeur prend une forme plus convenable pour l'usage que 
a en veut faire , et nous en allons voir un exemple remarquable dan» 
Itliéorie des échos. 
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[ 14.] Lorsque ia masse d'air dans laTuelie le son se propage 
terminée par une surface de position fixe, il ttrit que toutes les inoLécufes- 
adjacentes k celte surface, n'aient aucune vîtesst suivant sa normale ^ 
car il est évident qu'elles ne peuvent que glisser ie Ioii[r de cette surface. 
Néanmoins, jusqu'à ce que le son soit parvenu à cettt surface , il doit 
se propager absolument comme si elle n'existait pas; en prenant donc 
l'origine des coordonnées polaires r, u, a, au centre de i'cbranlemenl 
primitif, il faut que la valeur de cj) renferme d'abord une série de U 
forme que nous avons trouvée plus haut; savoir : 



^ = 1^', 



-J.f,fx.u.^)Jx 



,/./,rv,-z.«;A 



-&c.r 



dans laquelle on a fait x ::=z r •'— a t , et oh f,f, ,ft,f^, &c. sont de* 
fonctions de .v, 0, «, liées entre elles par une certaine équation , é» 
telle sorie , que la première reste seule une fonction arbitraire [n.*'l5|i 
La forme de cette fonction dépend de la nature de l'cbraiiiement prî« 
mitif; s'il 3 eu lieu depuis mzo jusqu'à r:^*-, i( faut que la fonction y] 
et par suite toutes les autres fonctions y] ,f^ ,/j , &c. soient nulles [ti."7] 
pour toutes les valeurs de x < o ou > du; par ce moyen , la formula 
précédente fera connaître ia propagation du son , tant qu'il ne sera p« 
parvenu à la surface de position fixe. Mais pour avoir une formule d'o^ 
dépende la propagation du son, quand il aura atteint cette limite, il 
faut ajouter à la fonction <^, une autre fonction cf', que l'on déterminerii 
tie manière : ' 

I ." Que cette fonction <?' soit de même nature que la fonction ^ ^ 
c'est-à-dire, qu'elle satisfasse comme elle à l'équation (a); 

2.° Que, pour chaque molécule adjacente à la surface de position fixe 
la vitesse suivîint la normale, qui provient de la fonction <p , soit tox 
jours égale et de signe contraire à la vitesse suivant la normale , q 
provient de in, fonction cp ; 



à 
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contraire; par conséquent les molécules adjacentes au pFan fixe n'auront 
jamais de vitesses perpendiculaires à cTe plan. 

Ajprès que les deux ondulations seront parvenues au pian fixe, cefic 
qui se fait autour du point / continuera à se propager au - dessous de 
ce plan; les molécules daîr situées au-dessous de ce plan seront donc* 
une seconde fois ébranlées , et le son réfléchi sera évidemment le même 
que si Tébranlement primitif qui a produit le son direct, avait eu son 
centre au point c . C'est ainsi que là lumière qui part d'un point lumi- 
neux placé en avant d'une glace, est réfléchi par cette glace, de manière 
que la lumière réfléchie est la même en grandeur et en direction , que 
si elle partait de l'image du point lumineux dans la glace. 

II est donc démontré que quand la surface réfléchissante est un plan 
indéfini , 

i.^ Chaque rayon sonore se réfléchit en faisant l'angle d'incidence 
égal à langle de réflexion ; 

2.^ La vitesse du son réfléchi est la même que celle du son direct; 

3.^ L'intensité du ^bn réfléchi à l'extrémité d'un rayon brisé, est 
précisément celle qui aurait liei^i à l'extrémité d'un rayon droit,, égal 
en longueur au rayon brisé , si le son , au lieu de se réfléchir , se fût 
propagé' au-delà du plan fixe. 

On voit aisément ce qui aurait lieu , si la masse d'air était comprise 
entre deux plans indéfinis et parallèles ; le son subirait alors une suite 
infinie de réflexions , semblables à celles de la lumière entre deux glaces 
parallèles. Nous ne nous arrêterons pas davantage à considérer la ré- 
flexion du son sur des surfaces planes ; nous indiquerons seulement 
un cas particulier où elle se fait d'une manière fort «iiriple ; c'est cefnî 
pii I9, masse d'air est terminée par deux plans indéfinis et perpendico^ 
iaires estre eux. On déterminera cette réflexion, en plaçant, hors deb 
masse d'air, des centres fictifs d'ondulations, qui soient tels que les 
çioléçules adjacentes aux deux plans ne prennent jamais de vitesses 
perpendiculaires à ces plans, soit en vertu du^ son direct, soit an vertu 

4u son yéfléchi par l'un des plans sur l'autre. On trouve qu'jl sufiît pour 

cela 



ctia de trois, centres. fictifs ;! ainsi il: y aura en tout quatre ondulations* 
coexistantes dans la masse dair, et par conséquent chaque molécule sera: 
ébranlée quatre, fois différentes. 

[l6.] Pc ua second exemple dé la réflexion du son» prenons le cas 
où le son est produit au foyer d'un ellipsoïde de. révolution, et réfléchie 
par sa surface qui enveloppe de toutes parts ia masse d'air. Appelons c 
et c ies deux foyers de cet çiiipsoïde ; plaçons au point c forîgine des. 
coordonnées r, u, e^; r étant le rayon vecteur, u le cosinus de Tangle 
que ce rayon fait avec Taxe de révolution , et cé 1 angle formé par le. 
plan de ce rayon et de Taxe , avec un méridien de lellipsoïde , choisi 
arbitrairement ; enfin , supposons que le foyer c est le centre de Tébran- 
lement primitif qui s'étendait depuis rzzro jusqu'à rz=zcL. 

La formule 

dans laqiielle xzzzr — a t, fera, connaître la propagation du son, telle 
qu'elle aurait lieu si l'ellipsoïde n'existait pas , et telle qu'elle doit sub- 
ster jusqu'à ce que le son ait atteint cette surface. Pour obtenir la for- 
ule d'où dépend la propagation du son réfléchi , transportons l'origine 
coordonnées au point c ; l'angle ^ restera le même; nous désignerons 
/ le nouveau rayon vecteur , et par u le cosinus de l'angle qu'il 
"(ut avec l'axe de révolution sur lequel sont les deux foyers : de plus» 
soit b la longueur de cet axe, et faisons, pour abréger, b — / — at::z/; 
la formule demandée sera 



^'.FitJF^, &c. étant unç suite de^ ijc^pctjgps. qui satisfont 9 l'équation 
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de sorte cpte la première reste seuie uile fonction arbitraire. Ces fonctioû 
Tie sont pas-, comme dans Texempie précédent » de même forme que k$ 
fonctions^/] tfxtf^ / &c. qui entrent dans fat valeur de ^i seulement^ 
fonctions F , F^,F^, &c. sont nulles pour toutes les valeurs de x' qui sur- 
passent et» ou qui sont négatives, et il existe une certaine relation^ entre 
les deux fonctions arbitraires /et F, comme nous le verront bientôt. 

Il !^agit donc de prouver que la valeur de <]>' remplit les conditions 
énoncées plus haut [n.^ f 4] ; or » cette valeur satisfait à réquatioâ (2), 
comme celle de la fonctibn« <]) ; de plus , si Ton ajoute la valeur de ^ 
à celle de <]) , il y aura dans la masse dair deux ondulations sphériquesi 
la première s^écartant sans cesse de son centre r > et la seconde se rap- 
prochant continuellement de son centre c. Cela posé / considérons une 
molécuie m située dans Tintérieur de l'ellipsoïde. Pour cette molécule ; 
r -H / sera plus petit que b ; par conséquent , lorsqu'on aura x = ci,^ 
on aura au même instant x > a x la première onde sonore parviendra 
donc au point m avant la seconde ; la molécule m sera donc ébranla 
par le son direct , comme si la surface fixe n'existait pas. Maintenanti 
si la molécule m est adjacente à la surface de l'ellipsoïde » on aura 
r Hr r^ := b ; donc on aura à- là-fois x =: et et or' z= et , et de même 
X =: o et x' zzz o ; donc la molécule sera ébranlée à-la-fois par les deux 
ondes sonores , et ses deux mouvemens cesseront aussi en même temps. 
Décomposons donc les deux vîtesses de la molécule m, suivant le plan 
tangent et suivant la normale à l'ellipsoïde ; représentons par V tiV 
ies vitesses normales' : ces vitesses seront données au moyen des diffif- 
rences partielles des fonctions cp et <^' ; l'une d'elles sera donc une fonc- 
tion de X, y , ^, r/ et l'autre une fonction de x, u, A> , /; maïs toutes cci 
variables pourront être réduites à trois , savoir , x', u, oà ; car le point m 
étant à la surface de l'ellipsoïde ^ on pourra exprimer r, r, n en fendions 
de î! g et à cause de r -+• r zzz b, on aura x = x\ Ëi%^ posant doBC 
Téquation 

i - Y s^ y si oV 
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on peut concevoir quelle serve à déterminer la fonction F au moyeii 

dé la fi)ncion /, puisque cette équation ne contient pas d'autres variables 

^{iM iei trois x^ u pià^ qui entrent dans (a fonction F ;ox^ cette fonction 

Jetant ainsi déterminée, les molécules adjacentes à la surface de lellip^ 

^oïde, ne prendront jamais de vhesses perpendiculaires à cette suriaoe. 

Après que les deux ondes sonores seront parvenues à la surface de 
r^Uipsoîde / à laquelle elles arrivent en mime temps» fa deuxième onde 
ntinuera' à se propager, en se rapprochant ^ans cesse du foyer c ; 
cune des molécules situées dans Fintérieur de f ellipsoïde , sera donô 
e seconde fois ébranlée. Le second ébranlement de la molécule ik 
mmencera quand on aura x' zzzb — / — at'zzzdu ^ c'est-à-dire , au 



*>^ut a un f :;=: — ^ , et il durera jusqu a ce qv on ait / = ~t — 



<oar , si fon prolonge le rayon / jusqu'à la sur&ce de l'ellipsoïde, que 
'*on désigne par h la distance du point de rencontre au foyer c, et par k 
^a* distance du même point à la molécule m , on aura A -+- A = & — / ; 
^<>nc le son réfléchi parviendra à la molécule m par le rayon brisé h-i-k, 
ns le même temps que le son direct emploie à parcourir une ligne 
oite , égaie en longueur à h ^ h, savoir , dans un temps égal à 

En général, si fon décrit deux sphères des points c et c comme 
^«ntres, la première avec un rayon ^/ï-H «,, et la seconde avec un 
*^yon h — ^at — a.; que l'on retienne seulement les portions de ces 
^^UÊices comprises dans l'intérieur de l'ellipsoïde, ces deux portions de 
-*I>}ièKes cof}tigndront toutes les molécules qui commencent à s'ébraniçr 
^^ bout du temps t , soit en vertu du son direct , ^oit en vertu du son 
^^SfléchL 

[l^.] La vitesse des molécules d'air, d'où dépend l'intensité .du sow 
^^iléchi , étant donnée aji ipoyçn des différences partielles de ^' , on voix, 
clairement que cette intensité doit croître à mesure que le son réfléchi 

Yy 2 
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parvient à des points plus voisins du foyer c\ puisqii'alors r diminut; 
Mais quel est lé rapport qui existe entre le son direct et le son réfléchi:! 
Pour le déterminer, ii faut résoudre l'équation K-H J^=z:o , par rapport 
à Fp afin d en déduire la valeur de F au moyen dé celle de /^. qui est 
censée donnée, et qui dépend de la nature de rébraniement primitif 
On y parvient aisément , quand on suppose les distances des foyers 
ç et c\ aux dififérens points de la surface de l'ellipsoïde, très*grânde$ 
par rapport à al , ce qu'on peut regarder comme généralement Ytaî ; 
alors la valeur de ^ se réduit à son premier terme [n.^ 8], la vitesse des 
molécules d'air devient 

d^ . \ d , f(x, u, tù) 

dr r • dx * 

et cette vitesse est dirigée suivant le rayon f. De même , la vitesse des 
molécules d'air qui provient du son réfléchi , sera dirigée suivant le rayon 
r , et sç réduira à 

d^' ^ d.F(x*,u',t») 

dr r ax 

Or, les deux rayons vecteurs r et / qui aboutissent à un même point de 
la. surface de l'ellipsoïde , faisant des angles égaux avec la normale es 

ce point, il suffira que les vitesses -^ — et -j-r- soient égales et désignes 

contraires pour que la vitesse normale soit nulle; on aura donc, à tous 
les points de l'ellipsoïde, 

d . F(x', u\ w) j^ d.f(x,u^») 

dx' r \ dx / ' 

Mais , pour tous ces points , — est une certaine fonction de i/'^eje 
représenterai par U' , u est une autre fonction de / que je désignerai par 

u^, et X est égal à x ; en supposant donc — ^^^^^ ^= 4^ (^* ^' ^) • 
on aura 
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La vitesse des molccuies d'air qui provient du son réfléchi, sera donc 

^gafe à — — -r- . 4^ (x\ u^, ta) » tant qu'il s'agira de molécules éloignées 

^u foyer c ; mais, quand on voudra avoir la vitesse d'une molécule 
-Voisine de ce foyer, il faudra substituer la valeur de F (x , u, cù) ^ c'est- 
!â-dire, U . f . \ (x, u^, cq) dx , dans la série qui donne la valeur de 
^' ; ne négliger aucun terme de cette série , en prendre les différences 
2^Ktjelles , par rapport à x, u, a , au moyen desquelles on déterminera 
^a grandeur et la direction de la vitesse demandée , qui ne sera plus 
^iirigée suivant le rayon /. 

[ l8.] Le son étant réfléchi par une surface concave, son intensité 
^oit être augmentée après la réflexion , c'est-à-dire , qu'elle doit surpasser 
^die qu'aurait eue le son direct , s'il se fût propagé à même distance au- 
cl^là de la surface réfléchissante. Pour connaître le rapport de ces deux 
ûitensités, appelons h et b — A les deux rayons vecteurs qui partent des 

yersî c et /et qui aboutissent en un point quelconque de l'ellipsoïde; 

►oit. — la vitesse , relative au son direct , de la molécule d'air placée sur 



y r 



le rayon A , à la distance r du foyer c. D'après ce qu'on vient de trouver 

t n.^ précédent ] , on aura ~ ^ pour la vitesse , relative au son 

iréfléchi , de la molécule d'air placée sur le rayon b — A à la distance / 
du foyer c'; par conséquent l'intensité du son réfléchi en ce point sera 

xcprésentée par — . ~ . Le son ayant été produit au foyer c, aura 

parcouru une ligne brisée, égale en longueur à b — // quand il sera 
parvenu à l'extrémité du rayon r ; or , si l'on imagine le rayon A pro- 
longé au-delà de la surface de l'ellipsoïde jusqu'à ce qu'il soit égal à 

^-^// on aura .,_ , pour Tintensité du son direct parvenu à cette 

distance du point c ; donc le rapport de l'intensité du son réfléchi à celle 
«U son direct , sera exprimé par 
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' quantité qui surpassera tou|our8 Tuniré, puisqu'on a^~r>^etâ~A>/. 
On vérifie aisément » au moyen des formules de la catoptrique ( Vam 
le Mémoire de M. Malus $ imprimé au commencement de ce volume), 
que ce rapport est égai à celui qui aurait lieu dans (es niémes circoni^ 
tances , entre l'intensité de la lumière réfléchie et celle de la lumière 

■ 

directe; d'où Ton peut tirer cette conclusion importante, que, relative^ 
jnent à son intensité , aussi bien qu'à sa direction , le son produit ai 
foyer d'un ellipsoïde et réfléchi par sa surface concave , suit les inémei 
lois que la lumière dans l'hypotlièse de l'émission. 

[ l^.] Lorsque le son réfléchi sera parveny du foyer c , ce qbi aura 
iieu au bout d'un temps égal à — ~ — , l'onde sonore réflécliie s'éva- 
nouira ; il lui en succédera une autre dont le centre sera au point /, et 
' qui s'écartera indéfiniment de ce centre : celle-ci atteindra la surface 
de l'ellipsoïde ; elle sera réfléchie par cette surface vers le foyer c; elfe 
s'évanouira qu^nd elfe aura atteint ce foyer ; il lui en succédera une 
nouvelle dont le centre sera au point c ; et ce mouven^ent alternatif 
(pontiouera indéfiniment, chaque oscillation ayant lieu d(ins qn temps 

qui sera îe même povr toutes, et égal à -. En effet, si l'on décrit 

wne sphère à\\ point c comme centre et d'un rayon o^r, il est évident 
qu'4 l'instant ou la moléculç qui occupe le foyer c sera mi$e en mou- 
vement par le son réfléchi » toute la masse d'air sera en repos , excepte 
la partie comprise d^ns cette sphère : ce sera donc comme si Ton Jw)- 
duisait un ébranlement partiel autour du point c , et cet ébranlemiqt 
devra «e répandre dans la ma^se entière , de la même maniiN^ '^ 
l'ébr^nfenient inifîeU <juî «i çu lieu autour <1« point ç. 

[^O.] La distance des deux foyers ç et c^ ayanç été supposée cjmlt- 
conque , le point c peut s'éloigner à l'infini , auquel cas f ellipsoïde se 
changera en un paraboloïde. Naus pouvons donc conclure de l'analyse 
précédente ^ que si le so)i est produit e^u foyer 4'un paraboloïde de 
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^4fvolutîon , H sera réfléchi , à ia rencontre de cette surface , parallèle- 
^xient à l'axe ; toutes les molécules situées sur un même pian perpen- 
diculaire à cet axe, seront ébranlées en même temps par le son réfléchi , 
4^t: elles commenceront à se mettre en mouvement au bout d'un temps 
^jg^I à celui que le son direct emploierait pour parcourir ia distance du 
commet du paraboioïde à ce plan , plus ia distance du sommet au foyer. 
On pourrait déterminer directement ia réflexion du son sur ie parabo* 
loïde; mais il est plus simple de la considérer , ainsi que nous 1»^ faisons, 
comme un cas particulier de la réflexion sur Tellipsoïde. 

Pour ne pas répéter les raisonnemens que nous venons de faire, nous 
J1011S contenterons d'indiquer fa réflexion du son sur f hyperboloïde en- 
gendré par une branche d'hyperbole, tournant autour de la ligne qui 
joint les deux foyers. Si le son part du foyer extérieur, il sera réfléchi 
par la surface convexe de l'hyperboloïde ; Tonde sonore réfléchie con- 
tervera toujours la figure sphérique ; elle ^ura son centre au foyer inté* 
rieur, dont elle s'écartera indéfiniment. Réciproquement, quand le son 
sera. produit au foyer intérieur, il sera réfléchi par la surface concave, 
M fonde sonore réfléchie conservera toujours la figure sphérique , en 
s^'écartant continuellement de son centre placé au foyer extérieur. Dans 
l'un et l'autre cas , le son parvient à une molécule d'air par un rayon 
l^risé, dans le même temps que le son direct emploierait à parcourir 
Une ligne droite égaie en longueur à cette ligne brisée. Ces propositions 
^ démontrent au moyen de l'analyse précédente , à laquelle on £adt 
quelques modifications qu'il est facile d'imaginer. 

£nfin , si l'on fait abstraction d'une dimension de Tair , c'est-à-<Iire , 
^ i on considère la propagation du son dans un plan , on pourra déter- 
*Uner, d'après les principes que nous venons d'établir [n.® i4]f la 
'^exion du son sur une section conique, pourvu qu'il ait été produit 
^ l*un des foyers de cette courbe. Les résultats sont analogues à ceux 
^^e présente la réflexion sur une surface du second degré ; mais les 
^^qapnstroti.oûs sont plus compliquées, quoiqu'elles soient fondées sur 
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les mêmes principes. Nous n'entreprendrons pas de les donner ici, dans 
la crainte que ce Mémoire ne devienne beaucoup trop loing. 

Examen des différentes Circonstances physiques qui peuvent infiuer sur la 

vitesse du Sen. 

n 

[21.] Nous avons représenté [n.^ 3J, par D et gA ia densité et 
iciasticit^ de iair avant que le mouvement ait Commencé , et par 
D {1 -^ yj et gh { i -^ y -h kyj , ce que deviennent cette densité et 
cette élasticité pendant ie mouvement , le terme g h . k y étant laug- 
mentatlon delasticité due au développement de chaleur qui accom- 
pagne la compression de Tair; ensuite nous avons fait, pour abréger, 

A 

-^^ . (i '-hAJzna^, et cest cette quantité a qui représente la vitesse du 



son. Il sagit donc d'examiner lès variations que cette quantité peut 
subfr, puis de calculer sa v^)eur numérique , pour la comparer ila 
vitesse du son déterminée par l'observation. 

La densité D diminuant à mesure que la température augmente , il 
en faut conclure que la vitesse du son doit augmenter avec la tempe* 
rature ; ainsi cette vitesse doit être généralement plus grande en été 
qu'en hiver : le calcul suivant nous fera juger de ce que peut être cette» 
différence. 

£n désignant par D la densité de l'air à la température de la glac^ 
fondante , et sous une pression quelconque , cette densité devienc 

-jl -z y sous la même pression et à une température de n degrât 

centigrades; car les expériences de M. Gai^Lussac ont prouvé que f aîr 
se dilate Uniformément depuis o jusqu'à 100^, et que son augmenta-^ 
tion de volume pour chaque degré, est égale à 0,09375 ^^ ^^^ volume 
# zéro. La vitesse du son, relative à cette température, deviendra donc 

V (^J-l^-^^ (0,0037^)]'.)/. (^r^^')*.,/, 

k' désignant èe que devient* i la mi^m^ téipp&ature. Si ('bn-)>w»wi; 

par 



poi; exemple, « = 30*',. on trouve à-peu-près \/[î -+-n.(o,oo^7^J]=: 
I H — 7-; d'où il suit que quand ia température passe de zéro à 30**, 

la vitesse du son varie d'environ — r- de sa valeur à zéro , en négligeant 

toutefois la variation inconnue de ia quantité L Cette variation de 
Vitesse doit être appréciable dans dés expériences comparatives et bien 
laites , et ces expériences offriraient aussi un moyen de reconnaître si 
la quantité k varie sensiblement avec ia température de lair. 

II n'en est pas de l'état hygrométrique de I air comme de sa tempé- 
rature : l'expérience a prouvé que cet état n'a pas d'influence sur la 
VÎ^tesse du son ; car les piiysiciens qui ont mesuré cette vitesse , ont 
observé qu'elle est la même dans un temps serein et dans un temps 
pluvieux. Cela vient, d'une part, de ce que la densité de la vapeur 
d^eau ne diffère pas beaucoup de celle de l'air, à la même température 
^ sous la même pression ; et , en second lieu , de ce que la quantité de 
vapeur suspendue dans l'atmosphère, est toujours fort petite relative- 
ment à Ja masse de l'air. En effet , Saussure a trouvé ( voye^ l'Essai sur 
l'Hygrométrie) que sous la même pression et à la même température, la 
4çii3ité de la vapeur d'eau est à celle de l'air comme 5 est à 7 ; d'ailleurs , 
quand l'hygromètre marque le point de la saturation, on peut évaluer, 

d*après les expériences du même physicien , à environ — de la masse 

.totale, la quantité de vapeur suspendue dans un volume d'air à 15^ 
: iu thermomètre, de Réaumur , et sous, la pression ordinaire de l'atmos- 

pllèrç : or , il est facile , au moyen de ces données , de s'assurer qiie 

*^at.Jiygrométrique de lair ne saurait faire varier la vitesse du son , 
; ^.^n cinq centième de 3a valeur relative au point.de la plus. grande 

sécheresse. 

> - a 

'. 

£22.] .Calculons maintenant la valeur numérique de la vitesse du 
•^ïi. En prenant pour unité la seconde sexagésimale, on a^=irp"*,7p7p ; 
*- Iiauteur du baromètre Ja plus commune. en nos climats, est de o^,j6 ; 
XIV.' Cahier. Zz 
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sous cette pression et à la température de la glace fondante, le rappoit 

I, de. la densité du mercure à celle de l'air, est égal à 10475. <58 • selo^i 

t MM. Biot et Arago ( Physitjuc de M. Hdiîy , page ipp ) : au moyen de 

r ces données . on trouve i/ . -^ z:=.z-j^^,^ç)y Ce serait lavîtessedu 

I son, relative à ia température zéro, si l'on négligeait la quantité h:^zt 

[conséquent, en multipliant ce nombre de mètres par i/[n-;;/b,ooî7î)l 

on aurait la vitesse du son, l'air étant à la température «. En prenant, 

par exemple, fl= 6°, on trouve î82'",42 pour la vitesse du son, 

relative à cette température. 

Or, les membres de l'Académie des Sciences ont conclu [Mémoires 
|.de cette Académie, pour l'année 1738) d'une suite d'expériences faliei 
I sur une ligne d'environ ipooo™ , ie thermomètre marquant 6° cend»'^ 
[grades, terme moyen, que le son parcourt 337'", i8 par seconde, quan-* 
[ tité qui surpasse d'un cinquième la vitesse 282"", 42 , qui aurait lieu sî 
[ fon négligeait la quantité k. Cette différence est trop grande pour qu'oiï 
puisse l'attribuer aux erreurs de l'observation, ou à l'inexactitude dji 
\ données qui servent de base au calcul ; il est donc indispensable d'avoir 
h égard , dans ie calcul de la vitesse du son , au développement de chaleiif' 
I produit par la compression de l'air. Pour accorder le calcul et l'obser- 
vation , il suffît de faire 

(^282^4i; . V (i ~\-k)^ 337'".i8, 
équation d'où l'on tire k :=: 0,4254- Voyons maintenant quelle esf 
faugmentation de température que suppose cette valeur de k,' 

Pour cela , concevons un volume d'air dont la densité soit D , ia pres^ 

f ^on gh , et ia température 6 ; supposons que l'on comprime cet air de 

manière que sa densité devienne D (\ ~\-y) , et soit « le nombre da' 

degrés dont cette compression ferait monter le iliermomètre, si la massf 

.de cet instrument n'était pas comparable à celle de l'air : il s'agit de 

k'd'éterminer l'élasticité correspondante à la densité D ( i -+- y) et à la 

température 6 -H w. 

On a d'abord gh (i ~\-y) pour la pression qui correspond à la densité 
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JO f I -+~ yj et à. la température 9. Si ion échauffe l'air soumis à celte 
pression, jusqu'à ce que sa température soit devenue ÔH— ai, il se dila- 
tera, et d'après la loi donnée par M. Gai-Lussdc , sa densité deviendra 

ZJ.Q-vy; .[1-4-8.^0.0037?;] 

i-t-ce-H»> .('o,oo37ï; 

jEnfin, l'air étant dans cet état, si nous imaginons qu'on le comprime 
entement, de manière à lui faire reprendre la densité -0(^1 ~i-yj , sans 
ugmenter sa température , noits aurons 

gb . Cl -t. yj [i ^ (\) '^ ^) . f'o,O037T;] 

I M- «('0,00375; * 

tour la pression correspondante à la diensité D (i-\-y) et à la tempé- 
ature 6 H- w. 
Dans la propagation du sou, la compression ou. la dilatation qui a 
'u successivement dans toute l'étendue de la masse d'air, étant supr 
isée très-petite , on peut regarder l'augmentaiion ou la diminution de 
température, due à ce changement de densité, comme lui étant propor- 
lionnelle; faisons donc » = rny, et alors, en négligeant fe c^rré de y , 
ous aurons 

lour la pression que nous avons désignée dans le n.° 3 , '^Tgh.(i~i-y-\'hy). 
)n aura donc 



('0,0037?; . e ' 
'où l'on tire n/ ^ 1 1 j'.jpp , en prenant Bzzi6°, et ^ = 0,4254; P^r 
jfflséquent, si la dilatation ou la compression a été de - — -r- ' la tempé- 
iture a dû s'abaisser ou s'élever d'un degré centigrade ; et généralement 
une couche d'air éprouve une condensation très -petite et désignée 
ar V, entre deux autres couches d'air, la température de la première 
evra s'élever de ^116°^. 7. En admettant ce résultat, qu'on ne peut 
Fermier par aucune expérience direae , on fera disparaître la différence 

Zz 2 
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que Newton a remarquée, ie premier, entre'la vitesse du son donnée 
par le calcul, et celle qui résulte de l'observation. 

Mouvement d'une Ligne d'air dans le cas où les Vitesses des mole'cuks 

ne sont pas supposées très -petites. 

[23.] En supposant que la masse d'air se réduise à une simple ligne, 
et en prenant cette ligne pour l'axe des abscisses x, les quantités ^ et <y 
ne seront plus fonctions que de x et t ; ei si l'on fait abstraction de la 
pesanteur, les équations (a) et (b) du n.° i deviendront 



/ 



•ip 



d } df 



Si l'on suppose de plus la température constante dans toute ia ligne 
d'air, la pression p sera proportionnelle à la densité f, et l'on aura 
p ^=. a'' .f , a étant un coefficient constant qui représente la racine carrée 
du rapport de l'élasticité de l'air à la densité, avant que le mouvement 
ait commencé. La première de ces équations deviendra donc 

d<f i dis' , . 



I 



éliminant p entre 



D étant fa densité de l'air avant le mouvement ; 
celle-ci et l'équation précédente , on trouve 

a* 9 à ^ o ' 9 « <p* o' ç 



L'intégrale complète de cette équation est impossible sous former* 
finie. Il ^si facile de s'en assurer , en lui appliquant la méthode que^^ 

M. Laplace a donnée pour intégrer les équations aux différences par ~ 

tielles du second ordre, après l'avoir ramenée à la forme linéaire, qu^^ 
cette méthode suppose", au moyen d'une transformation connue qu^» 
l'on doit à M. Legendre. Cette transformée linéaire est comprise parmL « 
les équations que M. Laplace a intégrées, par le moyen d'une intégral^^ 



-^ •" 



définie [Voyez le Cakul intégral de M. iMcroix , où sont exposél^s^ tuâtes 
les méthodes d'intégration que nous citons); mais cettt forme d'inté- 
grale ne peut servir à rien pour déterminer le mouvement de la ligne 
d'air que%ious considérons : heureusement l'équation (2) admet une 
intégrale particulière sous forme finie, qui renferfne une fonction arbi- 
traire, et qui suffit, comme nous le ferons voir, pour déterminer la loi 
suivant laquelle ce mouvement a lieu , pourvu que l'on suppose les 
vitesses dès molécules d'air plus petites que la vitesse /î^ pendant toute 
iâ durée du mouvement et dans toute l'étendue de la ligne d'air. 

■ 

[ 24* ] P o u R trouver cette intégrale , j'observe que l'on satisfait à 
J'équation (2), au moyen de celle-ci, 

dt dx 2 rfx* ^ ^^ * 

fJk étaht une fonction arbitraire de la quantité k, qui est telle que l'on 
ait 

dk ~ -^dk 



("^^j 



O. 



d t dx 

effet, en différenciant l'équation (3 ) successivement par rapport à t 

d^ 



k X , en multipliant la secQnde différence partielle par a H — ;^ , et 

* ajoutant ensuite à la première, on retrouve l'équation (2). On y ^tisfait 
également au moyen de cette seconde équation, 

dt ^^^ ^x ^ i • dx- — ^^' v4; 




\^ étant unie fonction arbitraire de la quantité ^^, qui est telle que 



«n ait 

dk, dk / dp 



dj dx 



/ dp \ 



O. 



^î^r, -j;^ ^* ^ ^t^ï^^ ^^* fonction^ de x et t, on peut regarder -^ comme 
>:ine fonction de /et k; faisant donc-^=: '\^ (k, t), tt intégrant 






4t. • dx : ['^^^(f''0]=^o*" 

par ies tnéthodes connues » on wtX9^ • 

kz=z fonct. [x '-^ al-— f.^ (k,l) rfr] , 

i'întégrale/. ^]/ (^^, t) ât étant prise en regardant k coname une cons^ 
t4nte, et si l'on veut, de .manière .<ju elle soit nulle quand tz;=:o. On 
aura de même 

«... 

k^ =r fonct. [x H- at — /. \^ (k^, t) Jt], 

en supposant —- = ^^ (k^, t); f intégrale f • \ (k^ft) dt étant prôe 

de manière quelle soit nulle ^quand / = o, et en regardant la quantité 
k^ comme constante. Ces équations ^ 3 ) et (4) deviendront donc 

<rpii l'on tire , à cause de l'équation ( i ) , 

« 
r - - ■ 

Maintenant, supposons que f ébranlement primitif de la ligne d'air 
s'étendait depuis ;^ r:z o jusqu^à xi^(u.M /audra doBc que la vitesse 

-'j^ sm auile pt Ja defislt^ f égalé à J^j quian4 f:::^o^ peur ttHitpsie» 

valeurs de x qui surpassent ct^ou qui sont négatives; doù il suit, à causé 
des équations ( 5 ), quei po%ir toutes ces valeurs de x , les fonctions /x 
et Fx doivent être nulles. Cela posé, si nous considérons, au bout dun 
^mps >quélcQpquie , une iuolécute cQrr43pon4ap(0 4 un^ «^.bsasse ^.pûsitJFf 
et plus grande que cl, nécessairement la quantité x--f- ^2/ — /•4'/ T^^' ^^^^ 
sera plus grande que ^, et par conséquent plus grande que et; de sorte 
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lura 

t, Fintégrale f.\^ (k^, t) dt, qui est nulle quand f z= o, ne peut 
devenir plus grande , abstraction faite du signe , que Vf, Prêtant 

grande valeur que puisse avoir fa vitesse ^ — , pendant toute la 

lu mouvement et dans toute Tétendue de la ligne d'air ; mais cette 
ayant été supposée pfus petite que a, on 9i, Vt <ati et par coa- 

tantité plus grande que ot^ pour toutes les valeurs de x^ positives 
grandes que du. 

SI , en considérant le mouvement dians la partie de lei Kgne <f aÎF 
>ond aux abscisses positives, la première des équati(^^( 5 ) se 



résulte que -^ — , ou \ (f^r t), sera seulement fonction (te iJ/ 

►n aura / . \ (k,t) dt-^:! -~ .t, puisque cette întégRife doî« 

ise en considérant la quantité k comme une constante ; et à causé 
iésigne une fonction arbitraire, l'équation précédente deviendra 

doit observer que çjçite éqMadon seule ne satisferai! pas à Téqua- 
); \{ Êiut y joindi^ féqosiion (4), qui se réduit L 

d^ df I d^ . ' ft \ 

d t dx 2 dx* * ^ ' 



\ de Fk^ =: o. 

t fecile de vérifier que le système de cçs deux équations satisfait 

itîon (2), et que les valeurs de -— et -j— que Ton déduit de 
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ces équations, savoir; 

satisfont aussi à la condition d'intégrabiiité 

j d^ j dç 

iZ . — ; — a • 



dx dt 



dt dx ' 

quelle que soit la forme de la fonction de a* — y2/ — - -^ .t , que f<m 
désigne par^I Si donc on donne à la fonction /"une forme déterminée, 
on pourra déduire des équations (a) et (b) les valeurs de -j-- et-^ 

en fonctions de x et f^ et par suite on aura la valeur de cp, en intégrant 
la forn:]||ile 

Jcp =z --j^ . dx -H -T^ .du 



dx d t 

Cette valeur de <^ sera une intégrale seconde, sans fonction abîtraire, 
dç Téquatjon (2); on doit donc regarder lensemble des équations (a) \ 
et (b), comme représentant une intégrale seconde de Téquatîon (2), 
d'une forme singulière; joa^s comme cette intégrale secoiide ne renfernie 
qu une sçule fonction arbitraire, il s'ensuit quelle n'est qu'une intégrale 
particulière. 

On est encore loin de connaître toutes les formes différentes sous 
lesquelles peuvent se présenter les intégrales des équations aux diffé- 
rences partielles d'un ordre supérieur au premier. II ne paraît pas que 
personne ait enébre eu l'occasion de remarquer que ^ces întégraIes^^u- 
vaient être données, par un système d'équations entre les variables tt 
les différences du premier ordre , en même nombre que ces différences/ 
mais dont on ne saurait déduire les valeurs de ces mêmes différences, 
isans déterminer les fonctions arbitraires, ^ . , 

[25.] Il s'agit actuellement de conclure de l'équation (a), là loi 

i ' " i 

suivant laquelle le mouvement se propage dans le sens xlés abscisses 

positives. 



positives. Si Ton considérait le mouvement dans le sens des abscisses 
négatives, on aurait de même, pour le déterminer, les équations 



dx 



p\'-^'(''-^)\ 



d^ d^ I d^ 



^- —rr H- — ■ . -TT- = o; 



d t dx 2, dx^ 

<ïontIe système est également une intégrale particulière de féquatîon (2). 

Il sufEra dexaminer la valeur de -j^ relative aux abscisses positives ; 

la seconde présenterait les mêmes résultats. 

Puisque la fonction /x est nulle tant qu'on ax>ctoujir<o, il s'ensuit 

d ib 

^tie la valeur de -^— donnée par l'équation (a), sera aussi nulle tant 
^'on aura 



X > t 



r^ -+- -tt) -^-.^-o" xKtfa^ 4y. 



X^ molécule qui correspond à l'abscisse x > ot, commencera donc à 
«'^branler , à l'instant où l'on aura xzzzt fa-\ — ^ J -+- et, , ou simple- 

d (h 

nient xzzzat'-\^(JUf parce que la vitesse naissante -j— doit être regardée 



comme infiniment petite ; et la même molécule cessera de se mouvoir, 
^Uand on aura xz=zt fa^^ "Ty ' ^^ simplement x z=z at , parce que 

*^ altesse -j — doit être infiniment petite à l'instant où le mouvement 

^^sse, comme à celui où il commence. 

^ous voyons donc clairement que l'ébranlement primitif se trans- 
mettra uniformément et avec une vitesse égale à a\ cette vitesse sera 
Indépendante de la nature de l'ébranlement primitif et de la grandeur des 
^ï^^sses des molécules d'air ; la durée de l'ébranlement sera la même 

P^xir toutes les molécules , et égale à — ; enfin la largeur de fonde 

**^obîIe , de part et d'autre de l'origine , restera constamment égale à ùu: 
Jusqu'à présent , ces propositions n avaient été démontrées que dans 
XIV^ Cahier. Aaa 
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le cas où les vitesses des molécules daîr sont supposées ttès- petites. 
Ordinairement , on néglige dans ie calcui les puissances de ces vitessts 

supérieures à la première, et l'on trouve -j— '=^f(x — at) , comme il 

résuite de l'équation (a) , en négligeant dans le second membre la vitesse 

-■— par rapport à la vitesse a. M, Lagrange a poussé plus loin rapproxî— 

matîon ; il a conservé dans le calcul , le carré de la vitesse ~- , et îi 

dx 

trouvé [Mémoires de Turin, tome II) une équation qui revient à celle-cî, 

-^ =f[x — at — t.f(x — at)'\', 

doù il a conclu, comme nous, que la grandeur des vitesses des molécul 
d'air n'a pas d'influence sur la vitesse du son. La formule de M. Lagran^^^t 
se déduit de l'équation (a), en substituant dans le second membre <^He 

cette équation , à la place de -^ , sa valeur approchée f(x — at) ; G^n 

en déduirait de même pour la vitesse -y- , d'autres valeurs de plus ^s-n 
plus approchées. 

Propagation du Son , lorsque la température et la densité de l'air sont 

supposées variables. 

[26.] Conservons les notations du n.® i ; pour simplifier h 
question , regardons la pesanteur comme une force constante et <fe 
direction parallèle dans toute l'étendue de la masse d'air où le son ^e 
propage ; représentons cette force par g, et prenons les ordonnées z 
verticales et dirigées de haut en bas : nous aurons q=zgi. Soient p' ^ 
f' la pression et la densité dans l'état d'équilibre , ces quantités seront 
des fonctions de 2 > et l'on aura, en vertu de l'équation (a) du n.® i ^ 

> dp' 
8Z — J^ / =^- 

Re|^résentons par D la valeur de f dans la couche d'air qui réponi ^ 
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;f rr o, par À la hauteur du baromètre dans la même coucha» par a^ 

la quantité -^ , et enfin prenons pour unité la densité du mercure ; 

on aura p' = ci^ f\ si Ton considère d'abord le cas particulier où fa 
température est constante, et où la densité varie seule d'une couche à 
june autre de la masse d'air. Substituant cette valeur de p dans ré(][uati(yi 
jprécédente, et différenciant par rapport à j, on trouve 

do 

il'où l'on tire 



g 



f = De , 

* 

^cxi daignant par e la base du système de logarithmes dont le module est 
X'unité, et en faisant attention qu'on doit avoir fzzzD, quand gT^^O* 

Maintenant , soit fz=zf(i-\ry),y étant la condensation de Taîr 
^xndant ie mouvement ; en faisant abstraction de la chalepr rendue sen- 
:slble par la compression , on aura/? zzzp' -^a^ f'y^ et par conséquent 



"^n négligeant le carré et les puissances supérieures de y. Les équations 
^'*) et (b) du n.^ I , deviendront donc 



ày / rf*9 rf*^ d^^ \ d f' d^ 



-2. ..4-. / ^y , d^P d^9 ) 

dt { dx^ "*" dy ^ di^/ 



O. 



ydi • di 

^ïi y supprimant les termes de seconde dimension par rapport aux vitesses 
^^ À la condensation* Substituant dans la seconde équation , à la place 

^^ ' " ,j ' t sa valeur -— , et éliminant y au moyen de la première , il 

dt^ ^ ( dx^ "^ dfy* "^ d^y -^ di * 

Aaa z 
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On fait disparaître la différence du premier ordre que cette équation 

g 
renferme, en faisant cp zz: <^^ e 7^ •^; cette équation devient alors 

• • • • 

I 

et par conséquent 

d. (i —M»; ^ ^' 

en transformant les coordonnées x,y,Zp ^^ coordonnées polaires r,u,(ê^ 
comme dans le n.° 4* 

Afin de ne pas nous jeter dans de trop longs calculs , supposons la 
fonction cp , indépendante de t/ et de a> , l'équation précédente se réduira 
simplement à 

—TT- =^ • —73^'^' F-T— • r<Pr* (0 

et celle-ci n'est point encore intégrable sous forme finie. 

[27.] Pour obtenir son intégrale en série, soient r — atz=:s, 
r -+- at zzi s^ , et pour abréger ^5 ^ zzz m , nous aurons 



• \ 



équation dont l'intégrale complète est la somme de deux séries infinies, 
savoir : 

fs et Fs^ étant les deux fonctions arbitraires. 

Chacune de ces deux séries peut être transformée en une intégrale 
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définie relative à une nouvelle variable h. £n effet, on a généralemient 

pourvu que l'on remplace h par s après Tintégration ; sî donc on prend 
f.ysis et f.Fs^ds^ au lieu de/j et Fs^, ce qui est permis , et si l'on fait 

* '^ ' 2.2 2.3.2.3 

' l / ^,2 2.3.2.3 

on- aura 

rcf)^ = /. Hfkdh -h/. Hfhâh; 

m 

la première intégrale étant prise depuis une valeur arbitraire de ^ jus- 
<iu*à Az^s, et la seconde, depuis une valeur arbitraire de h jusqu'à h =.s. 

On peut déduire de cette valeur de rcp^, les différences partielles 

*^ [»^' > \ ' ; mais comme il nous suffira de connaître la forme de ces 

quantités, nous observerons qu'elle est la même que celle de la fonction 
r ^^; car en différenciant l'équation (i) par rapport à r ou à r, on aura 

pour déterminer ■ 'J ' ou 'J ' , une équation de même forme que 

*^uation (i) elle-même. De là on conclut aisément que Ton doit avoir 

4?- = -l ./. Hf^hJA -H ^ .f.H/JJA 



^ J.H^Fhdh -^- -I- J.HfJdh, 






it — i- .f,Hfhdh^-^ .f.H,F'hdh; 

Poiirvu que , après les intégrations , on fasse h z=. s dans les trois inté- 
8»^ès /. Hf, hdh, f. Hf, hdhi f. Hf hdh, et A = j. , dans les 
^«•oîs autres ; les (onctions f, h, f^h,f h, dérivent de la fonction arbitraire 
-^^ , et les fonctions F, h, FJi, Fh, dérivent de Fh. 

la série H dépend d'une équation différentielle du second ordre ; 
^^ï- si l'on fait (h — j; . m j^ = ô , il est facile de voir, d'après la forme 



L 
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de ia série , que l'on aura 

dH 



</. 



rf9 „ 

// =0; 



</9 

équation d'où i on tirera une valeur de // contenant deux constantes 
arbitraires, que Ton déterminera de manière quon ait //= i,-jr- -— i, 

quand 6 = o. Cette équation n'est intégrable , sous forme finie , par 
aucune des méthodes connues ; mais elle est comprise parmi celles 
quEuler a intégrées au moyen des intégrales définies ( Traité des différences 
et des séries de M. Lacroix , page 4p i )• On y satisfait en prenant 

rj jà f (COS. A'/B .^A' 

A étant une constante arbitraire , et l'intégrale relative à A' , étant prise 
depuis h'zizo jusqu'à n z=r,z. En effet, en substituant cette valeur de 
H dans le premier membre' de l'équation précédente , et effectuant les 
intégrations par rapport â h' , qui deviennent possibles après cette sub$- 

^tution^ on trouve 

dH 



i/.e 



'^ Hz=:-^ .V(i^li^).^m.KV%. 



di " • — 4^9 

quantité nulle aux deux limites k zzz o, h' zzii. D'ailleurs les condi- 

d H 

tions //=: i et ,^ = — - i , quand ô = o , sont remplies en prenant 

Az=z — ; car on a pour cette valeur de Q^Hziz et - .q := ; 

on aura donc 

«* «' ^ 2 /. COS. h' V9.dll 






2.2 2.3.2.3 '^ * nr * J ' ^^4^^h'*) 



Cette formule donnera également la valeur de la série H^» en y fiûsant 
^ :=: {A — sj . ms, et de cette manière la valeur de <p^ sera complè- 
tement exprimée par des intégrales définies. 



[28.] A cause de <|) = <I>, . e T?" '^ , et de û*y-t- -77= °» 



nous aurons 



4r.t 



^ = ^^ . -î-^— .(/. ///A^^ +. f.H,Fhdh), 



g 



»/x« 



^z* r 



- .(f.Hfhdh -^ f.H^Fhdh), 



g 



2 a' 



ff.Hf/idh-^fM,F^hdk-\J-^W^^ /.//,F,Arfy . 



« 

ii s'agit donc de déduire de ces formules, ia loi suivant laquelle le son 
propage. 

Supposons pour cela que fébraniement primitif s'étendait depuis^ 
G jusqu'à r rzr a. autour de l'origine des coordonnées ; il faudra que 

différences partielles -j— , -^ — et la condensation y soient nulles , 

<iuand /= o, pour toutes les valeurs de r> et ; or, on satisfait 4 cette 

condition , en supposant que les fonctions arbitraires fh , F h , fh , &Cr 

sont nulles pour toutes les valeurs de h > <l ^ et que les intégrales 

X-Hfh , f.H^Fhdh, f.Hfhdh, &c. commencent à A =: (t ; car ces 

^ï^tégraies devant se terminer khzzzr, quand /=o, il en résulte que 

^î r surpasse eu, les quantités ///A , H^Fh, Hfb, &c. , seront nulles 

^^ns toute l'étendue des intégrales , et par conséquent ces intégrale» 

^ïOnt aussi nulles. Cela posé , au bout d un temps quelconque , ces 

*^éines intégrales seront encore nulles tant qu on aura s > cl Qt s^> <Lr 

c est- à-'dire , r''-^at> a. et r^-^2/> et; le mouvement atteindra donc 

^^* molécules situées à la distance r du centre de l'ébranlement primitif^ 

^ '^instant où l'on aura r — at z=z ou : donc la vitesse du son sera cons- 

^tlte , la même sur tous les rayons sonores , et égale à a , comme si I» 

d'air était composée de couches de même densité. 

X^a vitesse des molécules d'air d'où dépend l'intensité du son, sera 
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égale à y (^j^ *+• Tî^) ; or, si fon considère des molécules situées 
à une grande distance de l'origine du mouvement, on aura 

f.H^Fhdhzzzo, f.H^Fhdh = o, f.H,FJiâh'=LO\ 

et en négligeant les termes divisés par r* , il viendra 

* 

en faisant, pour abréger, 

^' .[(f.Hfhdh)^-¥-(f..Hihdf'n=^^'' 



4^» 
Nous avons regardé l'intensité du son comme proportionnelle au carré 

4. 

de la vitesse des molécules d air qui choquent l'organe de l'ouie, quand 
la densité de ce fluide ne change pas; mais si l'on veut comparer cette 
intensité dans différentes couches dair, il faudra la supposer propor- 
tionnelle à la densité de la couche d'air où le son est entendu : ainsi 

cette intensité sera représentée par / f "^V -H ^^ ) ^ c'est-à-dire, 

par — '- — , à cause dt fzzzD.e '^ [n,° 2(5]. Or, ô est une quantité 

extrêmement petite entre les limites des \niégxa[QS f.Hf h d h, f.HfJkih; 
ces intégrales reprendront donc à très - peu près les mêmes valeurs 
pour des valeurs égales de j ou de r — at; d'où il suit que l'intensité du 

son , ou la quantité — '- — , décroîtra en raison inverse du carré de la 

distance r, de même que dans le cas où la densité est constante dans 
toute la masse d'air. On voit de plus que cette intensité , à distance 
égale , sera proportionnelle à la densité D de la couche d'air où le son 
a été produit. En effet, la quantité A est indépendante de cette den- 
sité ; car d'abord la vitesse a est égale à la racine carrée du rapport 
de l'élasticité à la densité , rapport qui est le même pour toutes les 
couches de la masse d'air, puisque l'on a supposé la température consr- 
tante; et, de plus, si l'on voulait déterminer les fonctions arbitraires 

que 
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^e itf renferme I au moyen des vitesses et de ia condensation à iori- 
^ne, on auratt:, pour déterminer ces fonctions, des ■ équations où Z) 
;n'entrerait pas. Ainsi {Intensité du son produit par une même cause, 
xlépend seulement de la densité de l'air à l'endroit où il a été produit, 
«t de la distance qu'il a parcourue ; et, à djistance égale,. cett«. intensité 
-est d'autant plus &ible que le son est parti d'un point plus élevé dans 
i'atmosphère. 

[2^.] Il résulte de la théorie des réfractions, comparée à i'expé- 
xience, que la température décroît dans l'atmosphère à mesure que l'on 
:0'éiève au - dessus de la sur&ce de la terre , proportionnellement à la 
]iauteur verticale [Mécanique céleste, livre X). Dans l'état d'équilibre , au 
Htxk d'avoir simplement /^^ = ^i* / ^ comme dans le n.^ i(^, nous aurons 
.^ionc p'zzza^ f . (i -^hi)^ b étant un coefficient constant et positif. 

Substituant cette valeur dans l'équation /. — ^^ BZ'^^ ^ • ^' diffé- 

x^enciant par rapport à ^^ on trouve 

. .• * ■ ■ ■ 

(s — a^.b).di — a^(i-^bz). —j—zzio; 

iToù l'on tire 

g — <«** 



'observant qu^on a, f z=iD , quand 2 = <^. Pendant le rtiouvemerit la 
d^Usité deviendra /=/' (i -+-y>^> et la pression/>=Ir/?'•^-^2*.^I-h32i^ . j/y, 
P^ Von fah abstraction de la chaleur rendue sensible par la compression, 
.^ous ignorons si cette quantité de chaleur dépend de la densité et de la. 
'^Ittpérature primitives de l'air que l'on comprime, et par conséquent si 
** <]uantité k du n.® i varie ou reste constante en passant d'une couche 
* Unp autre de l'atmosphère. Quoi qu'il en soit , les variations de k 
**^nt peu d'influence sur celles de la vitesse du son , parce que la cor- 
action due au développement de chaleur n'est que la moindre partie de 
^1*6 vitesse ; c'est pour cette raison que nous négligeons d'avoir égard 
^ cette quantité k dans la question qui nous occupe. 
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, £n négligeant les terme» de secondé; dimension par rapport aux 
vîtei^ses des molécules d'air et a leur condensation^ on aura 

et les équations (a) et (b) du n."^ i deviendront "■ ' ' 

É 

, » 

^ ^a^ .f.(i -^bi)dy^o, 

dy d*^ d^ç ^*9 d j>' d^ 



di ^^ dx* ^^ dy* ^^ i/^» ^^ /.i/t * ^ "^ 

Différenciant la première par rapport à z, et substituant dans la seconde, 
à la place de — ~— / sa valeur , il vient 



p'dz 



''^ ^a^.fi ^bi).^ = o 



dtdi * ^ ^/ * £/:j 

dy d*ç J* ç ^* ç I g — a^b d f 



aki^>«M*i^ ^■■AmV ^-^■Birfk BasaiAKiAaiMISiifr—aki^Aa 



o; 



'Jr rf«* i//» ^^» û* ' I -+- bi 

éliminant V entre ces deux équations, et faisant -j— = ^j/, on trouve 

On peut faire disparaître ia diCérence du premier ordre que cette 

a*b — g 

équation renferme, en prenant ^^ = ^j/^ . fi •4-^2^ ^.a* b ; si Ton 
transforme en même temps les coordonnées x , y, i en coordoiftiéies 
polaires r, ù, a>, comme on a fait dans le n.^ 4> ^^ si Ton suppose, pcmr 
simplifier la question , la fonction ^^ indépendante de langfe 6), on aura 

, d.r-L, 

j . ........ 

^ JB étant un coefficient constant , et u le cosinus de i'angie que le layon 
r fait avec la verticale 7. 



On ne peut pas supposer la fonction ^|/^ îndépemfahte <fè la variable 
/ car si 1 on faisait cette suppqsition , * f équation précédente se rédui- 
ait à 

n Sûrt« quelle contiendrait encore la variable «, ce qui serait une 
ontradiction. Cette équation n est point* iritegrablé sous forme finie; 



:>n intégrale en série, eu- exprimée, pa^de$ intégrales définies, paraît 




air -ses troiç .dimensions , et. nous nous 
ornerons à cô^sîdéi-er'ïè cas parficûnéroùja ipasse ti'air est çédulte 
-un canal infiniment étl-ôît. 






. . f 4 •'• i • 



;^ I?^-] CoîflspypHs df)i«i,wij parç^l.ç4pa^,;<^.'fig»fe-qttelcoi\<îoèî,i 
etnpiî d'un flufde dont I^.températi)re çt.la densité yafi^i^t d^n^ toùf^ 
étendue dfù canat. Sôît X ^a largeur jcïu canal, à une. dist^^nçe .v fi'mift 
ngftie fixe / choisie arbîtraireipent sur le canal, la distançç -v étapt 
iiftï^téë ^lir sa 'longueur.^ Dans l'état d'équilibre, représentons par / la 
«usité ^«fluide èiàdfekttcfe'^dé Fbrfgînè;"pkf /?' lai 
oint rapportée à l'unité de surf^cQ, ,par'^ laj^esftntQur ftu n^4«îç ppinf 
^composée suivant la direction du canal. La masse de la molécule qui 
-pond à la distance x , «era égale k X jl . dx^son poids , décomposé 
Vivant la direction du canal , sera par conséquent X p q. . d x \ elle 
prouvera sur sa base X une présèîôn /> X'; ciètte préssibh , transmise sur 
MîftoîhMè X •*»- <iJi^ deviendra/ i (X-^dX); on ya>)ùtant le poids 
^ip\jq . Jx, »n aura la pression totale qu'éprouvé la' bjisè-V 4- </ A*, 
»Voir , / . {X -+- dX) -\-X f q .d X. Mais à là dislance x-hdx, la 
*ï>ction p' devient p'H^dp': la prçssicim qu'éptpuvt^ la haseX-hdX doit 
^Hc être exprimée far {X -i-dX/ : {p -^'^f'J'' ^o"c on aura 

''"-^ fx-}^dxj:(v'^dp';=/.(x%'dXj'^^ ' 

Bbb 2 



\ 
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ou bien , en rédiiMant ^ 


* 


. 





" ''[ 



Cest réquatîon d'équHîbre du fluide \ et comme on af^m./' . AT, ATétant 
un coefficient constant, quand ia température est constante dans toute 
rétendue du canal , et une fonction donnée. de x^ quand ia jtempérature 
varie suivant une loi conjiue . cette équation deviendra , 

Heprésentons maintenant par /, r et v^ la den^j^é» la . pre»sîoa çç b 
vitesse de la inolécufe ili^ide qui répond à la distance- x^ au boi^t.d'iui 
temps quelconque t écoulé depuis i origine àa niouvement. Uinsta 
suivant 9 la même moiécuie répondra à fa distaace x-^vd-Lf par con 




quent sa vitesse sera devenue v H — ^ - .^/ -+- -^ — .vdt; sa force m( 

trice, au Jbput itt temps /> sera donc épX^\ f Xdx/-^ — ^^57" • ^. 

Or, d*après fé prîncfpe de ^y^^/'m^é'r/ / Téqûi/ibce doit existçr, dans 1 
fluide, entre Tes forces motrices dont fes molécules sont animécts» pri 
en sens contraire de leurs ç^rectîons , .{es poids de ces m9féç;ulei^.et k 

pressions qu'elles éproi^ivent; substituant doi>cf}fU)s réciuatîoil-^r^ 3=/ 

f^r^P^P^^-^—t 5-.fà^. onaura 

• ' ■ ■ ' • • • ' _ 

dp ^^^^ . / dv dv 




dx 



/ dv dv \ 



^s 



pour Tune des équations du mouvement, . :_ .,- 

Si Ton fait / = / . (\-\-y)^ p = p'-t- / K%f «t fiî Cow nég» f^ 
les termes de seconde dimension par rapport à la condensation y et à- ^ 
vitesse v , cette équation deviendra \ • 



d* ' dt 

Comme on a deux inconnues 7/ et v à déterminer, il &ut une^ secoi»^'^ 
équation ; on la trouvera en observant que la masse de la molécule cf^^ 
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jn^pond au bout du temps f,' à ia distance jr> ne doit pas varier avec le 
««mps; or, cette masse est égale k X f ,(x' — x), en désignant par V 
la distance x-\~dx; l'instant d'après, *^ x', X, f deviennent X'\-vdt, 



^ -\~vdt 



dv 
dx 



.axât, X 



dX 
dn 



Vdt, f 



El. 

dt 



.dt 



dx 



.vdt; 



%% audra donc qu'on ait 



dX 



J^f.(x'^x)=(X^ '-£ .fdt).(f 



il 
dt 



%.vdt).(x'- 



dv 



. dxdt) , 




uation qui se réduit i 



dX 



iL 

dx 



.Xv-^X. 



EL 
dt 



Xf, 



dv 



dx 



ù. 



I ihettant dans cette équation , / fi -+-vj a.u iîéu de /, et en né- 
gli^geant les termes de seconde dimension par rapport à y et f, eile 



d . log. xy 

dx 



dy 
It 



dv 



dx 



o; 



éliminant y entre celle-ci et l'équation (a), on trouve 



~~dF 



^r-^ 



dv d.log.f'X 



dx 



dx 



V . 



J'.log.f'X 



J' (b) 



[31*] On peut faire une infinité d'hypothèses sur la forme des 

fonctions AT//', X, qui rendent cette équation intégrabie sous forme finie; 

le cas le plus remarquable est celui où Ton suppose ia densité /' en 

nJson inverse de ia largeur y^ et la température constante : l'équation (b) 

alors à 



d'y 

IF 



K. 



1^' 



• . . - . 



A étant un coefficient constant; doù Ton peut conclure que, dans ce cas, 
^.propagation du son a lieu comme si la denaiité était constante et que 
*^ canal fût cylindrique. 
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$i,ron imagine que le canai fait partie de latmo^hèrè; qu'il Ç9t ;; 
d'une largeur ^gaie. daii5< toute son étendue» et qu'il hit avec ta verticale ^ 
un angle dont le cosinus est égal k u,qi\ aura [a.^ 2p] iîfz::;:^* .(i-^'^hw), 
q^^z: gu , u^.mm const., en supposant Tongine de^ x aù-.^ç.sws. de. 
surface de la terre et les valeurs posîtfves de cette variable , dirigées verfe. 
cette surface. L'équation d'équilibre deviendra 

»■ ^ ^^[^ » .■ 







^ V. 



et l'équation (b) 

-TT-=»^^i -4- hu.x).\'-7— ^ h-^ a'-hh. --r"^ ' ^/^lC' 

, Pour intégrer cette équation, Soit d'abprd l/{^l -+-itf,A:^ ;^// e-^Ife 
deviendra 



. 1 \ 



r :U< . . c \ J liv. 



r/'v /z*A*w* d^v ^ (2g-^'ia^b).bu^ dv (g^a^b) .bû^^ ^- ' 



;; 



dt'^ ^ " dy ^^ 4/ * ^/ i-+-*ii. 



« k 



faisant ensuite v z^ v^ . y "^^ , la différence du premier or^ dre 
disparaîtra, et l'Qn.^uPfr , . : 

;; \ dt^ .•: -Mi ( <r* ;jK*/ ' , ^- , , 
w étant un coefficient constant ; enfin soient y — / = -^ ' 

2 



abu 



y H ^ . t zn s^, cette dernière équation deviendra 



\ 



t j 



L'intégrale complète de cette équation est la somme de Ideux 
infinies; savoir, 

4 

y.=:/, ÎÎL_ .f.fsds-i ^ -.f-.fsds^ JÎ2 T.'P'f*^'^-^^^ 

cf.-. • . ;•■. :;-■ . '■> ' .v\..< > - • i •••i' -■■ ■'•••■ ' ' ■ ' ,■• ■ 



^t et Ps^ étant les deux fonctions arbitraires ; m^ , m^^ , Àc« désignant 
des coèffidens <x)nstans et déterminés. On (>eut tipnsformer chacune 
de ces séries en une intégrale définie» relative à une nouvelle variable h, 
comme on a fait dans le n.^ 28; et si ion fait 

JJ—^^x (h-s).m (h^i)-.m , {h-sp.m„ ^^ 

on aura 

v^^f.Hfhdh^f.H^FÎidh; 

j>ourvu qu après les intégrations, on mette à la place de h, j dans Ja 
"waleur àe f . Hfhdh^ et s^ dan« celle de /. H^Fhdh. Les séries //et 
^//^ dépendent d'équations différentielles du second ordre quon ne sait 
intégrer sous forme finie. 
On aura donc 



. r=: ^i -+^ bu.x) ^^'b . ^(f.fifhdh -^ fM,Fhdk)f ]. 

par conséquent, si Ton suppose que l'ébranlement primitif a eu lieu 
depuis x>z=.o jusqu'à xzzzoc, il sera facile de conclure de cette formule, 
sans que nous soyons obligés de répéter' te^ qui d été dit plus haut 
[it%^ 28], que la molécule d^air qui répond i la distance x positive et 
pi us grande que d(r, commencera à s ébranler à- Tinstant où Ton aura ' 

V(i •+• bu.x) z=z ./ -f- -j/^i -H hu.€tji 

z .1 



11 i'on tire, en élevant au carré et diy^anjt par /^H/ 

(l -+- OU .ttj ^ -j . /*. 



» : 



4 

^insi, le son se propagera dans le sens des x positives, d'un mouve- 
^^nt uniformément accéléré; sa vitesse à chaque instant sera la même 
^^« celle d'un corps animé d'une force accélératrice constante, égale 

^ a* b 

— — , et dirigée verticalement; lequel corps glisserait le long du 
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canal en vertu de cette force accélératrice décomposée , et d'une vitesse 
initiale égale ka.i/ (i -^bu.a.) , ou simplement k a, k cause quels 
quantité <l peut être négligée. On peut remarquer que cette vitesse 
initiale est indépendante de la direction du canal / et qu'elle est la 
vitesse constante du son quand le canal est horizontal. 

Il résulte de la formule qui donne la valeur dev, que le son se 
propage également dans le sens des abscisses négatives. La molécule qui 
répond à la distance — ix , commence à s'ébranler à l'instant où l'on a 



-{/(i ^^ bu\ x) -+- -^ .t=z I, 



c'est-à-dire , 



a^bu 

at ' — ./S- 



de sorte qu'en s'éloignant de la surface de la terre ^ ou dans le sens 
des X négatives, le son se propage d'un mouvement uniformément 
retardé , la vitesse initiale et la force retardatrice étant les mêmes , au 
signe près , que dans le sens des x positives. Ces résultats confirment 
ce qui a été dit au commencement de ce Mémoire. 

[32.] Au KESTE^ il est bon d'observer que la vitesse du son vvie 
très-lentement , à cause de la petitesse de la quantité b. Pour le montrer 
par un exemple , supposons le canal cylindrique vertical , et le son produit 
à la surface de la terre; comparons sa vitesse en ce point, à sa vitesse 
à la hauteur de épSo"* à laquelle M. Gai-Lussac s'est élevé en ballon; 
désignons par a' cette dernière vitesse t et par n le nombre de secondes 
sexagésimales que le son emploie à parvenir à cette hauteur; nous aurons 

dou Ion tire 

r ^ 

Or, à cette même hauteur, la température observée par M. Gai-ùissût, 

était 
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était de — 9^,5 centigrades , tandis qu'à la surface de la terre, elle était 
Je 30^,75 ; le rapport de l'élasticité de Tair à la densité à cette hauteur, 
est donc [n.^ 22] égal à 

a^ /' — ('4o>25;Yo>oo375; \ 

et comme nous avons désigné ce rapport à la hauteur quelconque x , 
par a^ . ( i -^bx) , on trouvera, en prenant x =z — 6980"*, 

i.(6p8o-)= 71^0,0037-5; ^ 0,23852. 

^ >' ' i-*-r30,75;Yo,oo375; , . ^ ^ 

On aura donc 

a z=z aV(i — 0,23852^ z=z a .(o.^jzSi) , 

d'où il suit que la vitesse du son , quand il s est élevé à une hauteur 
de ^p8o"* dans l'atmosphère, est à peine diminué d'un huitième de sa 
valeur à la surface de la terre. 

Nous remarquerons encore que le son s'élèvera, quelle que soit l'in- 
clinaison du canal , jusqu'au point de l'atmosphère où son élasticité 
devient nulle en vertu du décroîssement de chaleur, et où l'on a par 
conséquent i — bu.xzzzo. En effet, il doit s'élever jusqu'à ce que la 
vitesse variable avec laquelle il se propage soit devenue nulle; or, si 

Ton calcule la hauteur où cela arrive , on trouve x z=z -r— , comme à la 

limite de l'atmosphère. 

Mouvement d'une Chaîne pesante. 

[33'] Considérons une chaîne pesante, suspendue verticalement 

par Tune de ses extrémités. Supposons que l'on fasse prendre à une 

portion de cette chaîne, une figure quelconque qui s'écarte très -peu 

de la ligne verticale, le reste de la chaîne, au-dessus et au-dessous de 

cette portion , conservant la position verticale ; si l'on cesse de retenir 

cette portion de chaîne dans la position où on l'a placée , elle se mettra 

en mouvement , en vertu de la pesanteur , pour reprendre la ligne 

verticale, et le mouvement se transmettra de proche en proche dans 

XIV/ Cahier. Ccc 
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toute l'étendue de fa chaîne. Tous ceux qui ont eu i occasion de remar- 
quer ce mouvement, savent qu il se propage par une sorte d'ondulation 
sensible à la vue : la question que nous nous proposons de résoudre, 
c'est de déterminer la vitesse avec laquelle cette ondulation se propage , 
dans le cas particulier où la chaîne pesante est homogène et d'une égale 
épaisseur dans toute son étendue. 

En appelant / la longueur de la chaîne entière , g la gravité , x la 
distance d'un point quelconque de cette chaîne au point de suspension; 
en désignant par^ et 1 les coordonnées du même point, au bout 
temps t écoulé depuis l'origine du mouvement, et en supposant qu 
ces coordonnées restent très -petites par rapport à x, pendant toute 1 
durée du mouvement : les équations de ce mouvement , telles qu on I 
trouve dans la Mécanique analytique, fcige^^^, seront 

d.(l — x).-^ 
d^y ^ ^ dx 

IF' — ^' Zc ' 



4 

9 




d.(l — x). "^^ 



d^l ' ^ dx 

d^ — ^' IT • 

Comme ces deux équations sont semblables , il suffira d'en considéc — : er 
une seule , la première , par exemple ; les valeurs de j suivront la méi^^^we 
loi que celles de y. 

Mettons cette première équation sous la forme 

dt- — o'{^ V- dx^ S' dx ' ^*' 

et pour l'intégrer, faisons 



/r/-x;-H^=., /r/-w-^^= V ^=T7fc> 



elle deviendra 






• 



i 
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équation que nous avons déjà intégrée [ n.^ 31], et dont l'intégrale 
complète est 

y^ = f.Hfhdh -\- f.Hfhdh; 

fh et F h étant les deux fonctions arbitraires, ïintégrale f . Hf A d A 

commençant à une valeur arbitraire de h et finissant à hz=:s, et Tin- 

tégralef.H Fhd/i étant prise depuis une valeur arbitraire de h jusqu'à 

iz=:s^; enfin H et //, désignant les mêmes séries que dans le n.° 3 i ; 

savoir : 

(h'^s).m (h — s)^ . m^ ^ fh — sjKm,, 



H 



jj j 



x-Hx a.2.(^x-HjJ* 2.3.2.3YX-HXJ' 

(h — ij.m ^ (h — sj^.m^ ^ (h — sjKrn,, 



&c. ; 



&c. 9 




ns lesquelles il faut prendre m = ~ . 

On aura donc 

y=,-^l—y .(f.Hfhdh ^f.H^Fhdh); 

\ plus , la valeur de ~- doit être de même forme que celle de y ; car 
différenciant Téquation ( i ) par rapport à f ^ on a pour déterminer 
~ ia même équation que pour déterminer^; ainsi Ion aura également 

^ étant une fonction qui dérive àt fh , et F^h de F h. 
Cela posé, si Tébranlement primitif a eu lieu depuis xzrzc jusqua 

•*" == r-+-ot, il faudra que J-ordonnée ^ et la vitesse —- soient nulles 

pour toutes les valeurs de x >rH-(t ou <r; or, on satisfera à cette 
condition, en supposant, i.° que les fonctions ///^^A, Fh, F^h sont 
^^Ues pour toutes les valeurs de h>y/ (l — c) ou <\/ (l — c — <l)\ 
^•^ que les intégrales f .-Hfhdh et /. Hfhdh commencent à 
\/ (l — c^a.) , et les intégrales f . H^ F h d h et f.H^Fhdh à 

Ccc 2 
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h z=z^i^ (l — 'c). En effet, ces quatre intégrales devant se terminer à 
h::z:zy/ (l—^ x) , quand /=zo, il s'ensuit d'abord que les fonctions 
fh etf^h seront nulles, entre les limites des deux premières intégrales, 
pour toutes les valeurs de x > r -H cl; par, conséquent ces deux intégrales 
seront nulles pour toutes . ces valeurs de x : il en sera de même des 
deux autres intégrales pour toutes les valeurs de x < c. De plus , les 
intégrales f.Hfhdh tl f.Hf^hdh seront aussi nulles, quand f = 0, 
pour toutes les valeurs de x < r; car alors ces intégrales doivent être 
prises depuis hzzz.^ (l — c — a.) jusqu'à j/ (l — x) , ou , ce qui re- 
vient au même, on peut les prendre en deux parties, la première , depuis 
hzzz. \^ (l — c — a.) jusqu'à h -=: y^ (l — c) , et la seconde , depuis 
h =z-^ (l — c) jusqu'à '[/ (l—x); cette seconde partie est évidemment 
nulle, puisque les fonctions/^ ^^f,f^ sont nulles entre les deux limites 
A=zy^ fl — cj et /i=zy/ fl-^—xJ; la première partie est aussi nulle, 
parce que les intégrales /. Hfhdh et /. Hf^hdh, prises depuis 
h=z\/ (l — r — (l) jusqu'à Azzzy/ fl — cJ , et ensuite divisées par 
j/ (l — cJ , représentent, à l'origine du mouvement, les valeurs de^ 

et -y-, relatives au point de la chaîne qui répond à xzzzc; or, quel 

que soit l'ébranlement primitif, puisqu'il se termine en ce point, l'écar— 

tement^ et la vitesse -~^ de ce point, doivent être nuls ou infinimear 

petits, quand /n= o. On prouvera de même que les intégrales f. H^Fhd Â 
et /. H^F^hdh sont nulles, quand t zzz o , pour toutes les valeurs de 
X* > r-f- et ; ainsi les quatre intégrales /. Hfhdh, f. Hfhdh , f. HFhdh ,- 
f .H^Fhdh , n'auront pas de valeurs, quand f = o, pour touteç 1^ 
valeurs de x qui tombent hors des limites de l'ébranlement primitif; 
par conséquent ces intégrales seront propres à représenter l'état primitif 
de la chaîne pesante. 

Les intégrales /. Hfhdh , /. Hfhdh, n'acquerront de valeurs qu'à 
l'instant où l'on aura 

s — V(l — x) -^ ^~^—z= ^(1 — r — et;, 
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et les intégrales f . H^ FA dh , f . H^F^hdh resteront nulles jusqu'à ce 
qu on ait 

s^ = V(l -xj- -^ =: V(l - c). 

JLa première condition ne pourra avoir lieu que pour les valeurs de 
jr > f -f- flL, et la seconde pour les valeurs de x < r; il s'ensuit donc que 
jfa propagation du mouvement se fera au-dessous de Tébranlement pri- 
mitif, d'après l'équation j rz: y^ (^/ — r — <tj , et au - dessus dç cet 
^J!>j'anlement, d'après l'équation j^ = |/f/ — cj. On tire de la première 
nation 

X = c -\- CL H- / . V g(l — c — euj fs- , 




de la seconde 



t-Vgfl-^J H--^' 



4 



<i 






qui nous apprend qu'il se produira deux ondulations ; l'une descen- 

^:tite et l'autre ascendante : la première descendra le long de la chaîne, 

n mouvement uniformément retardé, dont la force retardatrice sera 

e à la moitié de la pesanteur naturelle ; la seconde remontera suivant 

longueur de la chaîne , d'un mouvement uniformément accéléré , dont 

force accélératrice sera aussi la moitié de la pesanteur naturelle, 

[34.] La vitesse initiale de l'ondulation descendante est égale, à 
g (I — c — clJ : or , on voit que cette vîtesse est précisément celle 
i est nécessaire pour que l'ondulation parcoure la ligne / — c — cl, 
^*stance de l'ébranlement primitif à l'extrémité inférieure de la chaîne; 
^*^^ atteindra donc cette extrémité ; et quand elle y sera parvenue, sa 
y ^^ esse sera nulle, quel que soit le point d'où elle est partie. La vîtesse 
^^itiale de l'ondulation ascendante est égale à \/ g{l — cj : c'est la 
^tresse qu'elle aurait acquise en vertu de l'accélération de son mouvement, 
^^ elle fut partie de l'extrémité inférieure de la chaîne ; lors donc qu'elle 



r 

L 
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aura atteint rextrémîté supérieure , sa vitesse sera égale, quel que soît 
son point de départ, à celle quelle acquerrait en parcourant la chaîne 
entière. 

II résulte de là qu on peut rendre la transmission du mouvement dans 
une chaîne pesante, aussi rapide que ion voudra, en suspendant à son 
extrémité inférieure un poids considérable ; car il est évident que jus- 
qu'à ce que i ondulation descendante soit parvenue à cette extrémité, le 
mouvement de ia chaîne sera le même que si on l'eût alongée d'une cer- 
taine quantité ; de sorte que si on appelle /' ia longueur d'une portion 
de la même chaîne , dont le poids soit égal à celui qu'on a employé, les 
vîtesses initiales des ondulations ascendante et descendante deviendront 
\/ g (l -\- y "^ c) et y/ g fl ^-h y — c — clJ ; par conséquent ces 
ondulations atteindront , dans un temps plus courte les deux extrémité 
de la chaîne. 

Les limites de l'intégrale /.///îi^A deviendront alors A zi -j//?-*-/— r-tf^) 

tlhzzi ^ (l-\-l' — x) H ^ ; et comme cette dernière limite doit 

être plus petite que \/ {l^i^l' — c) , pour que /A ne soît pas nulle, il 
s'ensuit que la différence de ces limites sera plus petite que |/^/-f-/'--ç^ 



\/ (l-^l' — c — <l); la quantité (h-^s).m g^a donc plus petite que 

f.Hfhdh; donc si l'on suppose les lignes et et x* très-petites par rapport 
à l-^f, ia série H sera très - convergente , et en ne prenant que s(m 
premier terme, on aura 

f.Hfhdh = fonct. \_V(l -H /' - A-; -f- -^]. 



On aura de même 



f.Hfhdh = fonct. \y/{l ^ l' ^ x) *~-\ 
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et par Conséquent 

= {onct.l/{l -^r - x; -H -^] fonct.[/r/-+-/' -x; — ^]. 



Il sera facile alors de construire la figure de la chaîne pesante à un 

instant donné, d'après sa figure à lorigine du mouvement; et l'on voit 

cjue ia longueur de la partie de la chaîne en mouvement à chaque 

xnstant , de part et d'autre de fébraniement primitif, sera constante et 

^gaifi à et pendant toute la durée du mouvement. Ce résultat n'aurait 

dIus lieu, si Ton n'attachait pas à l'extrémité inférieure de la chaîne, 

XMTK poids considérable par rapport au poids de cette chaîne; car, sans. 

cr^Cte addition , la série H serait divergente pour des valeurs de x peu 

rentes de /; la figure de la portion de chaîne en mouvement, chan- 

mr^it vers l'extrémité inférieure , et la longueur de l'ondulation ne serait 

us la même dans toute l'étendue de la chaîne. 




[35'] L'extrémité inférieure de la chaîne étant libre, le point 
situé à cette extrémité peut prendre la vîtesse qui lui est communiquée, 
il n'en résuite aucune nouvelle condition à remplir ; mais l'extrémité 
périeure étant fixe, il faut que l'ordonnée / du point qui répond à 
•*" =: o soit nulle pour toutes les valeurs de / ; or il suffit , pour satis- 
^îre à cette condition, d'ajouter, aux deux termes de la valeur de^^ 
troisième terme de même forme-, qui n acquière de valeur qu'à l'instant 
l'ondulation ascendante parvient au point de suspension , et dont les 
^^Icurs relatives à ce point , ou à x=zo, soient toujours égales et de 

^îgne contraire aux valeurs du terme ^' ' • Cette addition est per- 



, puisque la valeur de y continuera de satisfaire à l'équation (i), à 

se de la forme linéaire de cette équation : il résultera du terme 

^/^^uté, une ondulation descendante dont le mouvement sera le mêihe 

^^« celui de la première ondulation de cette espèce, et qui succédera 

i^ondulation ascendante comme l'écho succède au son direct, dans une 
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ligne d'air terminée par un point fixe. En général, la transmissii 
mouvement dans une chaîne pesante , homogène , également épaisst 
toute son étendue, et suspendue par une de ses extrémités, est ana 
à la propagation du son dans un canal cylindrique , lorsque la ten 
tur? et la densité de l'air varient , comme nous l'avons supposé au n. 
et que le canal esc fermé à son extrémité inférieure ; et si l'épaisse 
la chaîne était variable suivant une loi donnée , on trouverait toi 
une loi de température et de densité dans l'étendue du canal , 
laquelle le mouvement de la chaîne et celui de l'air seraient e 
semblables. 
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trnt' d'une Lettre de M. Dupin, officier du génie maritime , sur les rayons de 
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Analyse appliquée X la Géométrie. 
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du degré m; par M. Hachette. 
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entre cinq, lise^ entre les cinq. , * . 

surface, //V^ surfaces. 

lisez —(mM-^-nN-^-oO) (mAT ^ nN' -^oO'J, 
(nq-^oi^)., lUez/hq-k^or)\ 
(mp -H or), lisez ^m/? H- £>r^*. 
^mp -H ny^^ fisez (mp H- n jyl*. 
et an, /&qr et an. ' 

comprenant, //j^ renfermant. 



«ov. 



.'/a 



lisez 



;> 



mdx* , lisez mrf/i. 
placées, //V«^ planei. 
'1/5'% lisez ^x'*. 
2/1'^ lisez 2x'. 

visuel; ajoute^, et la vision est confuse» 
(D — R) <^Z>— TÎV, lise? (D^R) (D — B'}à^^ 
^ le numérateur de x appartient à'^^ et celui dejp à x^ 
(j>^ — 2.xx), Usez (f^-'^Ax'xjK 
(j,t — x'*j^ lisez (j>*^x'^)K 

[14.], /i^^ [14.] ^^- //. 



/? — /?', lisez /? et/?'. 

I f' - t r 



lisez 



A'/f^/ CtfiSw, 



AT * À? ' 
, si , Ihe^ . Si.. 

r A'^ ajoutei^f loksque D;=^ o». 
£) — 00, liseï D>R'. 

(ss), lisez fXf/ 

ai; dénominateur, 2/*, //'xfç ^^i^*» 



Eee 



) 



Page 37» ligne 17, -jr- > lisez 



dx' ' dx», 

38, — 17, [ii^y'nsei[i^:\.' '■ '^ ■•' ■ - 

Id. 18, f, liseiji. 

39, 8, AT lisez h, K' lisez A'. 

Id» — — 9, /C^ lisez k, 

40, 17, A'^ lisez R, 

/^. zi, -TT^ , lisez y>. 

Idein, ,..•-... — i' , Usez — /. • 



ERRATA pour le Mémoire de y)/. Du pin. 
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Page 469 ligne 26 , celle du grand axe, l'ise^ la. somme ou la diSerence dei demi-axes. 

47 > 7 > ^« û>f« / lisez des demi^axest 

Id. — 8 , au petit axe, lisez au petit dcmi^axe, 

Id, ■ 25, les arcs, //j^ les axes. 

48, — — 6, des lignes, lise^ des distances. 

Id. 8, - -|f. X,Xy, li^ez --^Xj X,Y. 

49» — — - 20 et 21 , du point a une perpendiculaire k CV, lise^ la droite mobile ^t ià 

perpendiculaire à CX* 

Id» — 22, ^, lise^fA on f^Q, 

Idem yico > ^^«f^ H' ^/^o- 

50, ■ " I , en formant, lise^ en portant. 
Id, ■ 2, Ci/^ lisez C^. 

/^. 3> ^^'^- VJ, lisez (Fig. III et V). 

Id. ' 10, soient égales, lise^ leur soient égales. 

Id. 22, cd, f ^, lisez Cd, (7 A 

51, — — 18, deux axes, lise^ deux demi-axes. . . • 

Id. — - 23, des deux axes, liseï ^^s deux demi-axes j {Fig. VI)» 

Id. — — 3 1 , Ajoute^ un point jr^/ir /f 7/i(?r d'etix. . * 

Idem • Substitue^ une virgule au mot o«. . 

52, I, Si, à partir, Use^ (Fig. VU) Si, à partir. . . . 

Id, «^...1- 2, deux axes, //V^ deux deoii-axes. 

.Id. I 4, le plus loin, //jf;^ la plus éloignée, 

/rf, «.».-» 16, systèmes, /wfj systèmes de directrices, 

li, —22, Après le mot disimèXTC , mettes un point à la place de la vitguk, 

J3, — a6, qui ne se coupent pas, lise^ qui ne se coupent. p^; 

{4, •«■«« z, ce qu'il Mait démontrer ^ liseï laquelle est ég^e à la. courbe qa'el^ 

projette^ - . 



e*^4> ^^i^ 5 > " Avant le mot Tautrc; liseï le plan mené par Tune d'elles parallèlement à* 

Jd, .. ■ 6, . La longueur^ lise^ L^ longueur de la projection. 

' *Jf > * — ^ 21, qu'une, //V^ qu'un.* 

58, — 31, au plan donné, Rse^ un plan donnés. 

60, '^ 8, par le centre, lise^ par le centre de la surface. 

61, — — 24—25, elle passera, dans ce cas, par le centre de la courbe du point gé- 

nérateur; lîsfi la courbe passant alors par le point générateur, 
se réduira à -son centre en ce point. 

63, — 19, j4prh limites)., ajoute^ (Note IV). 
Id. ■■ 25, par le point, lise^ par les points. 
Jd» ' 30, dans, lisr^^ suivant. 

64, — - 13, le produit, lise^^ ce produft. 

Id. 16, ( Voyei les notes II et III ), liseï (* Voye^ la note V )*. ; 

66, " 2, dy^, WstzdyS, 

Idem a , lisez izi*. 

Id, - 4> das, lisez daS, 

Idem ds, lisez dS. 

Id. 8, . coordonnés par, list^ coordonnés, par. 

Id, ■ 17, parallèle, lisq^ parallèlement. 

Id, .ii— 24, ces systèmes, lise^ leurs systèmes. 

Id, ■ 2y , ces systèmes , lisr^ leurs systèmes. ' 

Id, 26, (note V), /w^ (note 111). 

68, ■ 5, mm, lisez mm\ 
Id. — — 9, Oxtt, lisez ^A'a. 

69, — . II, et pa^, lisr^ et pour. 

70, ■ ■■ 2, traînerait, liseï tracerait. 

72, 9, /î' = _-, lisez /î-=——. 

Id, — 21, Substitue^ un point i /d virgule. 

Id, 22, J{/^i/i7i/€^ !iii^ virgule Ji/ point. 

73, — 32, parallèles, asymptote?, /wej parallèles aux asymptotes. 

74, -^ — 9, Om^/^ Om'^^ lisez Om/5, Om'D. 

75, 32, une suite des trois, /w^ une des trois. 

76, ' 3, degré: donc, iise^ degré dont. 

Id, mJim^ 7, entre eux, /wq^ entre elles. 

79, I, OSID, lisez OsID. 

So, ■ ■ y, trois points, lise^ trois plans. 

Id. — — 14, directeurs, liseï coordonnés. 

Id, — 24 , * d'une courbe qui sont , llse^ de la courbe. 

Id, ■ 25 , Supprime^ la. ^ ^ 

M — 26, point directeur, lise^ que décrit alors le point directeur* 

81, — 4> <I^e ces plans, //jrj safns que ces plans. 

82, ««— j , d'où Ton tire : transporte^ ces mots à la seconde ligne. 
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ERRATA pour la Suite du Mémoire de M. Malu^> sur hOptî^ue 



Page 85 , ligne 3 



87, 
88, 

89, 

90, 

Id. 

9^f 

95» 
Jd. 

Jd. 

Jd. 

101, 

U 

102, 

106, 

107, 

Id. 

Idem 
108, 

109, 

119; 
120, 

I2t 9 

Id. 

i^7> 
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2— 

5 

10 

7 
12 

17 

18 

2Q 

î 
26 

26 

14 
19 
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y ^ lisez V. 
(bO, lisez <^iO'. 

^^jT^ lisez pq^ 
3 , > ii= o , //i^ ^ Q* I Cex rf<ft/;r tignes /arment chacune une équation séparée, 

l*, li^z i*. 

— Xi , lisez — A'j. 

véritable, Ihei variaWe, 

ç*...j^*, lisez i^ ...y^. , 

à l'axe des révolutions , lise^ à, Ttxe de révolutioan 
{ccj, lisez (CC). 
(de), lisez (C C). 

— //^^ 



II 

13 

15 

17 
I 

^7 
16 



■ • • 



;'a/a^: 



t • • 



0^ ^ lisez fi. 
(F), lisez /^;. 
^'^x, lisez d^x. 

ce foyer, lise^ le foyer. 
„* — ..?» 'w^ "* — ^?- 

{xn^j—ljzn^^^', tiseï ^K-t'— I^— a^-af*» 

-•^ a<</-i; '^^-"'^.V/li; • 

donnera à l'équation, Use^ donnera l'équation. 

le cercle d'aberration longitudinale, Use^ d'aberration latitudinale. 

l'équation avec la suivante, /Û€j l'équation (^^) avec la suivante. 
m(D'^R)n, \\$e:z m(D'^JR)'^n. 



MÉMOIRE sur le Bélier hydraulique: 



Page 303, Hgne 12, au Uêude $163^ lUe^^ 
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SUPPLÉMENT 

AUX LEÇONS 
SUR LE CALCUL DES FONCTIONS. 



LEÇON VINGT-UNIÈME. 

Des équations de condition par lesquelles on peut reconnaître si une 
fonction d'un ordre quelconque de plusieurs variables, est une Jonction 
dérivée exacte. — Analogie de ces équations avec celles du problème 
des Isopérimètres. — Histoire de ce problème. — Méthode des 
variations. 



1 OUTE fonction d'une seule variable peut toujours être regardée 
comme une dérivée exacte ; car si elle n'a pas naturellement une fonction 
primitive, on peut toujours en trouver une par les séries, soit en résolvant 
la fonction donnée en série de puissances de la variable , et prenant en,- 
suîte la fonction primitive de chaque terme , soit en employant la série 
générale donnée dans k leçon douzième. 

Il n'en est pas de même pour les fonctions de plus d'une variable; et 
quoiqu'on puisse toujours s'assurer , par les règles de la dérivation des 
fonctions , si une fonction composée de différentes fonctions dérivées 
résulte d'une fonction primitive donnée , comme nous l'avons vu dans 

tia leçon dix -neuvième, il est souvent difficile de juger si elle bsi une 
dérivée exacte d'une fonction quelconque inconnue. Cet objet a occupé 
les géomètres presque dès la naissance du calcul différentiel ; ils ont 
cherché des caractères généraux pour reconnaître si une fonction d'un 
ordre quelconque peut être la dérivée exaO^d'une fonction de l'ordre 

^ A, i 



(4) 

immédiatement inférieur, ou même d'un ordre înfédeur quelconque. Ce 
sont ces caractères qu'on connaît dans le calcul différentiel , sous ie 
nom de conditions d'intégrabilité , et qu'Euler et Condorcet ont réduits à 
des formules générales et élégantes , qui méritent d'être connues. 
Pour trouver ces formules de la manière la plus simple , je commence 

par considérer une fonction V de différentes variables x, y, ^, &c. et 

... - • 

de leurs dérivées , dans laquelle une de ces variables i et ses dérivées 
Z » Z > &^-> "^ s^ trouvent par- tout qu'à la première dimension; il est 
clair que la fonction V sera de cette forme 

V — Nz -t- Pi -f- ai H- Rz -^ &c., 

N , P, Q, &c. étant des fonctions <le x, y, &c, et de leurs dérivées 
sans 7. I 

Rien n'est plus facile que de trouver les conditions nécessaires pour 
qu'une fonction de cette forme soit une dérivée exacte, indépendamment 
d'aucune relation entre la variable z ^' ^^s autres. 

En effet, si on considère les fonctions dérivées du produit de deux 
quantités quelconques ,* et qu'on dénote , comme nous l'avons proposé à 
la fin de la leçon deuxième, par des traits appliqués aux parenthèses, les 
fonctions dérivées des quantités renfermées dans ces parenthèses , on a 

(Pl/ == P{ -f->z; 



donc 


1 


Pz (Plï 


- P'z- 


On a de la même manière 

* 




Çii _ (diJ . 


-az> 


Q.i (Qiiï ■ 


- (Xz / 


donc 




Qz (diï - rQ'2/.-H QÎ'Z' 


On troirvera pareillement 




Jif-{Rz7-m/- 


-j- (R^y — /?" 


et ainsi de suite. 


• 



( 5 ) 
' Faisant ces substitutions 'daj»s l'expression de ^, elle devient, en or- 
donnant les termes, 

fN ^ jy ^ Q" ^ R": _H &c.;2 
(PZ)' — m -H (i^'lJ — &c. 

(R^J — &LC, 

&c.. 

Comme tous les termes de cette formule , à l'exception de ceux de la 
première ligne qui se trouvent multipliés par 2, sont àé]k des fonctions 
dérivées exactes, il faudra, pour que la fonction V soit une dérivée 
escacte, que les termes multipliés par ^, savoir: 

^iV — />' -*- Q" — /?'" 4- &c.; 2 

forment ensemble une fonction dérivée exacte. 

Or, il est facile de se convaincre que cela est impossible tant qu'on 
n^établit aucune relation entre i et les autres variables : donc il faudra 
que çés termes disparaissent d'eux-^mêmes de l'expression de F/ ce qui 
donnera l'équation de condition 

A^— />' +- Q" — . 7?^'' -+• &c. =: 0, 

laquelle devra par conséquent être identique pour que la fonction V 
puisse avoir, en général, une fonction primitive. Lorsque cette condition 
aura lieu , la fonction primitive de V sera évidemment 

- En général , quel que soit le nombre des variables contenues dans ïa 
fonction V, si Tune d'elles , ainsi que ses dérivées sont linéaires, on aura 
toujours, relativement à cette variable, la même équation de condition, 
pour que la fonction V devienne une fonction dérivée exacte , indépen- 
damment d'aucune relation entre ces variables. 

Après avoir résolu le cas des fonctions linéaires par rapport à l'une 
des variables, nous allons réduire à ce êas très-simple la recherche des 
équations de condition pour les fonctions d'une forme quelconque. 



(8 ) 

développée suivant les puissances et les produits, des quantités <#, ti, 
Ut &c. deviendra 

F(x,y, y', y", &c.; -H <4 F' {y) -H V F' (y') rH «" ^ 6»"; -+- &c. 
-H i.«* F' ^,; -+-(.«' i^'' ^,, // -♦- i «'V F" (y') H^ &c. 
-f- -^ «> /"7/; ^- i.«» »Fyy,/) H- &c. 

&c. 

• ■ ■ - . 

Je ne renferme ici entre les crochets, pou^ plus de simplicité, que 
lt% quantités par rapport auxquelles il &ut prendre les fonctions dérivées 
indiquées par les accens* 

On aura donc ainsi 



' ■ U^ iéF' (y) H- «'/"//; -4- *i^F(y") -t- &c. 

Ùz=^<é^ F"(y)-^uu' F^Cy,/)-^:^»'- F" (y')'^^c: 

&c. 

I 

Or , ayant trouvé ci - dessus la valeur de U, la comparaf»(m des 
termes multipHés par o, V, (ê\ 8cc. donnera 

F7/ ; -= /> -^ <2' ^ R" — «ce. 

r (y) == /? — &ç. 

&c. 

Ayant ainsi Ie$ fonctions dériva du premier ordre par rapport à 
chacune des quantités y^y» y\ &c. , on en déduira, par les règles 
données , les fonctions dérivées du second ordre et des suivans , par 
rapport à chacune des mêmes quantités; on aura par conséquent les 

vaUurs des tiernves suivans U , U , &;c., du développement de U. Or, 
on suppose 

F(x.y.y\y\S^c.):^U, 
et 



î 



Ainsi 



(p) 

Ainsi on aura 

3 



Par conséquent la différence des deux fonctions -F(^x,^— h «,/-+-«' &c.^ 
et F (x,y , y", 8cc.J sera donnée au moins par les séries. 

Représentons maintenant par 

f(x,y,y,y\i^c.) 

la fonction proposée F dont on a supposé que U ou F ( x, y, y, y", 8cc.J 
est la fonction primitive ; on aura F (x, y -^ <è/y -^ cù\ y* -+- J' , Scc.J 
pour la fonction primitive dej'fx, y -^(è^y' '-\-(è\ y" -+- ul\ ôic); donc 
la fonction primitive àef(x,y-+<ù^ y + «', /' -H«", &ic.)'—f(x, y, y, y" , 8lc.} 
sera donnée. 

De ce que nous venons de démontrer, il suit, 

i.^ Qu'une fonction quelconque de la forme f{x, y, y, y", Scc.J ne 
peut avoir une fonction primitive , indépendamment d'aucune relation 
entre x ety, à moins que l'équation de condition 

N--P' -\^Çl' —^ R'" + &c. = o, 

trouvée ci -dessus, naît lieu d'elle-même; 

zJ^ Que toutes les fois que cette équation aura lieu, la fonction . 

/(x^y-^ «,y -I- (é,y" -+• cé\ SlcJ — f(x,ypy,y, Slc.) 

aura nécessairement une fonction primitive , quelle que soit la valeur 
de (ê. 

Faisons maintenant (ê=z—y, la fonction /^x,/-+-«,y-+-«', /'-+-«", &iQ.) 
se réduira ^f(x), et aura par conséquent toujours une fonction primitive, 
puisqu'elle ne contiendra plus qu'une variable : donc aussi la fonction 
f(x,y, y, y 9 Sic.J aura nécessairement une fonction primitive. 

Or , ayant supposé que 

sont les premiers termes du développement de la fonction proposée K/ 
Supplément. B 



Maintenant, si on considère une fonction quelconque de x , y, x\j/, 
x\ y , &c. , et qu'on demande les conditions nécessaires pour que cette 
fonction soit une fonction dérivée exacte ; en représentant cette fonction 
par 

f(x, x\ x\ 8lc.\ y,y,y", &c.^; 



et faisant, pour abréger, 


■ 






X f(x)- 


- [/ m H 


y- [f (^"Jï - 


-&c. 


Y fiy)- 


-U'Jy'n-^ 


H [/ l/)ï - 


-&c. 



on aura, par ce qu'on a démontré plus haut, si les deux variables xety 
sont regardées comme indépendantes^ les deux équations X:=z:o et Y=zo, 
qui devront avoir lieu à-ia-fois. 

Mais, si y doit être une fonction de x, alors en substituant <px pour 
y et les dérivées de <p x, savoir, x' cp' x, x" Cp' ;c -+- x'* (p" x, &c. pour 
y, y", &c. ; îi faudra que la fonction proposée devienne simplement de 
la forme x^ F x , comme si on y faisait x' '=z i . Ainsi , si on met dans 
cette fonction x-^j^ à la place de ;c , et qu'on développe , en ne tenant 
compte que des premières dimensions de ^ , elle deviendra 

x' Fx-i^^' Fx-^x'^F X, 



où Ion voit que les termes qui contiennent ^, forment ensemble une 
fonction dérivée, dont la primitive est ^Fx, quelle que soit la valeur 

Je conclus de là que si, dans la fonction proposée où y est censé 
fonction de x , on substitue aussi ;c H- ^ à la place de x , et qu'on 
développe suivant ^ , les termes qui ne contiendront que la première 
dimension de ^ et de ses dérivées, devront former ensemble une fonc- 
tion dérivée Qxacte, quelle que soit la valeur de ^ : or,^ étant <px, il 
deviendra par la substitution de x -H ^ à la place de x, <p x -+-^<p^ x, 
en ne tenant compte que de la première dimension de ^; donc si on 
fait , pour abréger, ^ cp' x zn a> , il faudra mettre ;^ -+- « à la place de /, 
tandis qu'on met x h- ^ à la place de x. 



( ^3 ) 

Par ces substitutions et les développemens , les termes de la fonction 
proposée qui ne contiendront que le^ prehiières dimensions de ^ , se 
trouveront représentés par 

. ^ «/ {yj -4- «7' &'J H- «"/ (>7 -H &Ç. \ 
et , par ce que nous avons tiémontré dans cette leçon , pour que ces 
termes forment une dérivée exacte, il faudra que la quantité 

// r^; - [/ f^'J] ■+ [f f^"JÏ - &c.; ^ 
-H {f (y) - [/ (y'U -+- [/' (y"n - &c.; « 

■ « 

soit elle-même unç dérivée exacte. 

•Cette quantité est la même chose que X^ -H Y (à\ donc en mettant 
pour (à sa valeur ^ cp' ;c, olle devient ^>Y -{rYcp'xJ^; et il est visible 
quelle ne peut être une dérivée exacte, indépendamment de la valeur 
de^, qui doit demeurer arbitraire; donc il faudra que cette quantité 
s'évanouisse d elle - même , et par conséquent qu on ait l'équation iden- 
tique X -j- Ycp^ X : mais y étant Cp x^ on a en général / zr: x <p' x ; 
donc, substituant cette valeur de <Sj^' x , on aura nécessairement Téquation 
identique 

Xx' -f- Yy' = o. 

II suit de là que Téquation de condition Xz^ q, qu'on aurait par la 
considération de la variable x et de ses dérivées, sera identique avec 
l'équation de condition y =z o , qui se rapporte à la variable y ; car , 
faisant X zizo dans l'équation précédente, on a nécessairement Yz=o. 

On prouvera de la même manière que , pour une fonction composée 
de trois variables x, y, i et de leurs dérivées, on aurait l'équation iden- 
tique 

Xx^ ^- y/ -f- Zz z=z o, 

en supposant 

Z =/ fzJ - [fW Y -H [fW ]" - [/{Z'V r H- &c. 
De sorte que » dans ce cas , l'équation de condition X ::=: o serait 
comprise dans les deux équations y=: o et Z= o. 
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Ainsi on pourra toujours , dans la question présente i se dispenser 
d'avoir égard aux dérivées de fa 'varraiMe principale^ et à f équation de 
condition qui en résulterait. 

Si on voulait que ia fonction V fût une dérivée exacte du second 

ordre, îi faudrait de plus que ia fonction primitive de V, c'est-4-dire la 

I 

fonction [/, fût elle-même une dérivée exacte : or, on a 

U "zzif (à •+- q (J •+- T cè -f- &c. , 
en supposant, pour abréger, 

f = P — <2' -+ /?'' — &c. , ^ = Q — T?' ■+- &c. , r =± /? — &c. , &c. ; 

et il est faciie de trouver, par les mêmes procédés quon a employés 

I 

pouf la fonction V , que la condition nécessaire pour que la fonction 
I 

U soit considérée comme exacte, indépendamment de ia valeur de «, 
est renfermée dans l'équation 

p — q -{- r — &c. = ; 

laquelle en remettant pour/^^ q, r, &c. ieurs valeurs, devient 

/> _ 2 Q' -f- 3 /?" — &c. =: o. 

Donc, pour qu'une fonction de la ioxmef(x, y, y, y" , Scc.J soit une 
fonction dérivée exacte du second ordre , c'est-^-dire , une foncdon dériva 
d'une fonction dérivée , indépendamment d'aucune relation particulière 
entre x et y, on aura, relativement à y, outre la premi^e équation de 
condition ? ceife-ci : 

/ f/J - ^ [/ (/) ]' -*- 3 [fff) r— &c. = o ; 

et Ton aurait une pareille équation relativement à ^ ^ si ia fonction pro- 
posée contenait aussi i, j'/ Z^ &c. 

On trouverait de même, pour que ia proposée fût une fonction dérivée 
du troisième ordre , cette troisième équation de condition , relativement 

et ainsi de suite. 
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Enfin I sî on suppose qu on n'ait , pour là détermination cTune fonc- 
tion u , qu'une équation d'un ordre quelconque entre u, x* et ^ et les 
fonctions dérivées u, u", &c. , /, y", &c. , de » et de ^^ et qu'on demande 
les conditions nécessaires pour que u soit une fonction de x$y,y ,y" , &c. , 
indépendamment d'aucune relation entre x et y , le problème pourra 
encore se résoudre par les mêmes principes , et ea suivant la même 
méthode. 

Soit K =: o l'équation donnée , dans laquelle on suppose que u est 
une fonction de x, y, y', Sic. : si on met par- tout ;^ H- « à la place de 
y, et par conséquent / -+- ùù\ y" H- «", &c- , à la place de y, y", &c. , la 
quantité co étant supposée, comme ci-dessus, une fonction indéterminée 
de X, et qu'on développe suivant les puissances et les produits de «, «^ 
«", &c. , la fonction V deviendra, comme plus haut. 



et Ion aura les équations particulières 

car si on imagine qu'on mette dans; V , à' la place. de u sa valeur, en 
Xiy»y»y\ &<^-, Téquation K= o deviendra, identique ; donc l'identité 
subsistera aussi après la substitution àt y -t-^, / H- «', /' -+- «"/ &c. 
pour ^, y , y", &c. , et le développement suivant o), ùù\ J'y Sec. ; et comme 
ces dernières quantités sont supposées indépendantes de x et y , il est 

r 1 

visible que chaque terme V, V, &c , qui contient \e^ mêmes dimension» 
de ùà^ 4>', »", &c., devra être identiquement nul dans, l'équation développée 

V -^ F -h' &c. = o. 



Représtentons la fonction F par , 

f(u, u, n", dcc. , x,y,/ f, Sec), 

et dénotons par u, u, &c. les différens termes du dévefoppement de la 
fonction u, dans lesquels les quantités «, J, où\ &c. forment ensemble 
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une dimension, ou deux, &c. Nous aurons, suivant la notation adoptée , 

V = uf(u) -H ir r«7 H- >f(u.) -*- &c. 

-H «/Y^; -t- «/Y/; H- «"/ ryv -+- &c. 

Or, il est visible que la fonction u ne peut être que de la forme 

uz=zNoi>^PJ -^ <2«" -H &c. 
N, P , Q, &c. étant des fonctions de x, y, y, &c. De là, en prenant 

les fonctions dérivées relatives à x , on aura les valeurs de u , u , &c. ; 

. ■ • 

savoir : > 

a' = N'u ^(N -\- P'>' -\-(P-\- Q[) «" -h &c. 

u" = N"a> ^(zN'-^ F)(J -^- (N-h iP' -h- QÎ'J «" -t- &c. 
&c. 

f f 

Ces valeurs étant substituées dans l'expression de V, l'équation V=o 
devra avoir lieu indépendamment des quantités «, cù, co", &c. qui doivent 
demeurer indéterminées ; donc , égalant à zéro les multiplicateurs de 
chacune de ces quantités , on aura les équations 

fOJ -^Nf{uJ-hN'f ( «V -H N"f (u) -f- &c. =0. 
/Y//-^ PfN -^ (N-\-P')f(u) -^(xN^F)f(ri') H- &c. = o. 

&c. ; 

Joù il faudra éliminer les quantités A^, P , Q^, &c. : il restera nécessai- 
rement une ou plusieurs équations qui seront les équations de condition 
cherchées ; car il est facile de voir que le nombre de ces quantités ne 
doit jamais surpasser celui des quantités ^^/^/^ &c., diminué du nombre 
des quantités u , u\ &c., puisque, dans l'équation proposée, la plus haute 
fonction dérivée de u ne peut contenir de fonctions dérivées de^, plus 
hautes que celles qui se trouvent dans la ipéme équation. 
Supposons, par exemple, que l'équation soit de la forme 

(u,n, x,y,y,yjz=i o, 

on 
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on fera ici simplement 



u ==^ N(é --h P<é\ 

et Ton aura les *troîs équations 

f'(y) -H Pf'(^) -t- (N^p^)f(u') = o. 
/ (y") -^ Pf'(u) = o. 

La dernière donnera P, la seconde donnera N, et la première don- 
nera , par la substitution des valeurs de N et de N\ l'équation de con- 
dition nécessaire pour que la quantité u dans l'équation proposée, puisse 
être une fonction de x, y, /, indépendamment d'aucune relatio^i entre 
X et y. ' 

On peut étendre la méthode de ce problème à un nombre quelconque 
de variables et d'équations. f 

Montrons maintenant , par quelques exemples , l'usage des équations 
de condition dont nous venons de donner la théorie; et d'abord ne 
considérons qu'une fonction du premier ordre de la forme f(x,y, y): 
l'équation de condition pour qu'elle soit une dérivée exacte, sera 

r(y) - [/7/;y = o. 

Pour que cette équation puisse être identique , il faut que le second 
terme ne contienne pas de fonctions dérivées de y plus hautes que le 
premier terme f (y) : or, celui-ci ne peut contenir que la fonction// 
donc il faudra que l'expression /' (y) , dont la fonction dérivée forme 
le second terme, ne contienne pas;^^ autrement il entrerait/ dans le 
second terme. Il suit de là que la fonction proposée ne peut être que 
de la forme 



En la représentant ^^X f (x ,y, y), et prenant les dérivées relatives 
à/ et à/, on aura 

f(y} = ■^' (y) H- y'Cf'iy), f(y') = <^(x,y). 
Supplément. C 
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Ainsi réquatîon de condition sera 

mais 

donc Téquation se réduit à 

comme nous f avons trouvé par une autre voie, dans la leçon XX/ 
La fonction proposée , en n'y faisant plus x' = i , aurait eu la forme 

et Ton aurait eu , relativement à x , Téquation de condition 

laquelle devient 

x'^'(x) -f- /<p'{xj — -^^ (x,y.) = o; 
mais 

-^'(x^y) = x''^'(x) ^ /-rfyj; 
donc 

savoir , 

comme auparavant. 

Supposons que la fonction proposée soit du second ordre et de la 
foïme ffx, y, y ,y"J; l'équation de condition, pour quelle soit une dérivée 
exacte, sera 

/M - [/Y/;r -^ {/'{/)]' = o- 

II est d'abord évident que, pour que cette équation puisse être iden- 
tique, il faut que la valeur def^fy'J ne contienne point/', autrement 
fa valeur de [/Y/V]' contiendrait/"; et comme les termes précédens 
ne peuvent contenir que /;/,/', /'^ le terme contenant/'" ne serait 
pas détruit. 
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La fonction proposée ne pourra donc être que de la formé 

"î" (^^ y^ y) -♦- / ^ (^^y^ y)- 

On aura ainsi, en là comparant à la forme généxût /(x, y, y , f ) , 

f(y) = <ir'(y) ^y"<^'(y). 

f(y") = <^ (x.y,y), 
et l'équation de condition deviendra . 

■^(y) -H y"<^'(y) - L^Y/;]' - l>"<J>Yy; ]' -^ <?" (^^y^y') = o. 

Or, 

donc 



Par cette substitution , féquation de condition deviendra 

• '^<y)'^y"<^'(y)-{'^'(yn-^\<^'(xn-\'\y'<^'iyn-^' 

Supposons, pour abréger, 

la caractéristique $ dénotant une fonction connue de ;ir^ /, // puîsqu'en 
effet cette expression ne contient que les trois quantités x, y, y; on aura 
f équation 

•^'(y) -H y<=f'(y) -^ ^'(xry,y) = o; 

mais 

^'(x,y,y') = ^'(x) -H y'^ (y) ^ y"^' (y); 

• * 

donc Téquation de condition se réduira à 

Or, il est visible que la quantité y n'entre point dans. les fonctions 
dérivées suivant x et y, puisqu'elle n'entre point dans les fonctions pri- 
mitives représentées par les caractéristiques i^, ^ et *; donc, pour que 

C2 
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réquatîon puisse être identique, il faudra que les termes multipliés ps: 
y disparaissent , par conséquent l'équation de condition se partagera 
ces deux -ci : 

-Y' (y) + ^' (x) -\-y'^'(y) — o, 



qui devront avoir lieu séparément pour que la fonction proposée 
une dérivée exacte. 

Supposons, pour donner un exemple particulier, que cette fonction soi 

y xy * y X 



y y" ' y ' 



• • 



on aura ici 



* (^^y^y) = -y ^» et Cl> (x,y,y')=- 



De là on tirera 



y- ■ y^ 

t / /y I ix/ 



i-' (y') 



y y* ' 



<|)Y^;=-V' <^'(y) 



^(x,y,y') 



I xy I JLxy' ____ »y 



y >-* y y* 



X 

r 



Ainsi les deux équations de condition deviendront 



o, 



y Ixy'* y 2.*y'* 



o. 



y> yi y» yl 

qui se vérifient, comme Ion voit, d'elles-mêmes. En effet, la fonction 
proposée est la dérivée de 



xy 



y 

En général, ii est facile de prouver que i'équation de condition 

fM - ifùjy -*- ir(y"j]" - &c. = o , 
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Jie saurait ctre identique , à moins que la plus haute des fonctions déri- 
vées y, y" , &c. qui entrera dans la fonction proposée f (x , y,y , y" , Scc.J 
n'y soit qu'à la première dimension , afin qu elle puisse disparaître dans 
la fonction dérivée qu on prendra relativement à cette même dérivée de 
y ; d où il suit que si la fonction proposée est de l'ordre « , elle ne pourra 
être une fonction dérivée exacte , à moins qu'elle ne soit de la forme 

-irfx^y,/,/,. . .y(^-')) -^y^"^<f{x,y,y,y\. . .y^^^'O^ 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons vu dans la leçon XIII.^ 

Ensuite on peut aussi prouver que, de même que pour les fonctions 
'du second ordre , l'équation de condition se décompose en deux , qui 
doivent avoir lieu à-la-fois : pour les fonctions du troisième ordre, elle 
se décomposera en trois; et pour les fonctions du quatrième ordre, elle 
se décomposera en quatre, et ainsi de suite. 

Enfin, pour donner aussi un exemple d'une fonction dépendante d'une 
équation, nous prendrons l'équation 

■M 

u — 'ir{u,x,y) — /<P{ti,x,yJ =z o, 

et nous chercherons les conditions nécessaires pour que la fonction u soit 
une fonction de x et y» 

En comparant cette équation à la forme générale 

f(u,u,x,y,y) = o, 
on aura 

f(usu\x,y,y) :=^ u — '^(u,x,y) -^ y <^(u, x,y) ; 
et de là on tirera ces valeurs : 

f(u) = - i-Y^; -/q)Y«A f(û) = I 

f(y) = - -^'(y) _ y'<^'(y). f (y' ) = — <3f(u,x,y). 
Comme la fonction ne contient point y> on aura 

et la dernière des trois équations de condition trouvées ci- dessus pour 
le cas dont il s'agît , donnera sur-le-champ P = o ; ce qui réduira le* 



(") 

deux premières à . 

— ^Y/; —y<^'(y) - ^[i-Y»; -H/<ï>Y«;] -+- ^ = ; 

— C}) (u, x,y) -4-^=0. 
La dernière donne 

N ■=. <^(u, x,y) ; 

donc substituant dans la première, et changeant les signes, on aura 

Mais 

et la proposée donne 

u =: '^(u,x,y) -\- y<^(u,x,y); 

donc, faisant ces substitutions, et effaçant ce qui se détruit, on aura cette 
équation de condition 

<^' (y) ^ <t'{u) xcpfu, x,yj -« (p'{x)'^<p'(ujx'i-{u,x,yj = o, 

qui est la même, en changeant u en 2/ quejceiie que nous avons trouvée 
directement dans la leçon XX/, pour que l'équation dérivée à trois 
variables puisse admettre une équation primitive entre ces variables. 

Le problème que nous venons de résoudre sur les équations de con- 
dition qui doivent avoir lieu pour qu'une fonction donnée de plusieurs 
variables et de leurs dérivées , ait une fonction primitive indépendam- 
ment d'aucune relation entre ces variables , a une connexion intime avec 
un autre problème plus important, qui a exercé les géomètres pendant 
près d'un siècle. C'est le fameux problème des isppérimètres , qui , pris 
dans toute son extension , consiste à trouver les équations qui doivent 
avoir lieu entre les variables , pour que la fonction primitive inconnue 
d'une fonction donnée de ces variables et de leurs dérivées, devienne 
un maximum ou un minimum. 

Les mêmes formes d'équations résolvent ies deux problèmes , maïs 
avec cette différence que, pour le premier, ies expressions doivent être 



bième elles deviennent les équations nécessaires entre les variables pour 
lexistence du maximum ou du minimum. 

On verra la raison de cette identité des résultats par i analyse que 
nous allons donner du problème des isopérimètres ; mais nous commen- 
cerons par une histoire succincte des différentes tentatives que les géo- 
mètres du dernier siècle ont faites pour parvenir à une solution générale 
de ce problème , et qui ont conduit par degrés à la méthode connue sous 
le nom de Calcul des variations. 

Les questions de maximis et de minimis n'ont pas été inconnues aux 
anciens géomètres; car on a un livre entier S Apollonius , qui traite pres- 
que uniquement des plus grandes et des plus petites lignes droites qui 
peuvent être menées de points donnés aux arcs des sections coniques, 

La méthode i Apollonius se réduit simplement à prouver que toute 
autre droite menée du même point à la section conique , serait plus petite 
dans le cas du maximum , et plus grande dans le cas du minimum , que 
celle qu'il a déterminée ; et cette méthode a été suivie par tous ceux qui , 
après lui , ont cherché à résoudre , par la simple géométrie, des problèmes 
relatifs SLUxmaxima et. aux minima. 

Fermât est le premier, comme nous lavons vu dans la leçon XIX.*, 
qui ait donné, pour la solution des problèmes de ce genre, une méthode 
directe et analytique, que lalgorithme du calcul différentiel a ensuite 
simplifiée et généralisée; elle se réduit, comriie Ton sait, à égaler à zéro 
la différentielle ou la fonction prime de la fonction qui doit être un 
maximum ou un minimum , en regardant comme variable l'inconnue par 
rapport à laquelle la fonction donnée doit devenir la plus grande ou la 
plus petite ; et nous avons exposé ailleurs (Théorie des Fonctions) les prin- 
cipes et la marche de cette méthode considérée dans toute sa généralité. 

On peut dire que c'est à la considération des courbes qu'on doit les 
principales méthodes de l'analyse. La détermination des plus grandes et 
des plus petites ordonnées dans les lignes et dans les surfeces courbes , 
avait donné naissance aux q[lieslions de maximis et de minimis, dont nous 
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venons de parler ; maïs on s*éleva bientôt à des problèmes d'un genre 
nouveau et beaucoup plus difficile. II s'agissait de trouver les courbes 
mêmes dans lesquelles des quantités dépendantes de toute fétendue de 
la courbe cherchée * prise entre des limites données, fussent un maximum 
ou un minimum, par rapport à toutes les autres courbes possibles; comme, 
par exemple, la courbe qui renferme le plus grand espace suivant des 
conditions données, ou qui produit, par sa révolution, le pFus grand 
solide enr'e des limites données , &c. : mais c'est la mécaniqiie qui a 
fourni les premiers problèmes de ce nouveau genre. Newton a cherché le 
premier la courbe qui , en tournant autour de son axe , produit le solide 
qui étant mu dans un fluide suivant la direction de son axe, éprouve la 
moindre résistance possible , et il a doft'né, sans démonstration , une pro- 
portion qui suffit pour construire la courbe par les tangentes , et qui en 
est comme l'équation diffi^rentielle. 

Mais c'est proprement du fameux problème de la brachystochrone , 
ou ligne de la plus vite- descente, proposée en i^p3 , ^av Jean Bernoulli, 
que date la découverte d'une analyse propre à ces sortes de recherches. 

Suivant l'esprit du calcul différentiel, qui suppose les courbes formées 
d'une infinité de droites infiniment petites, on considère deux cotés con- 
tigus de la courbe cherchée, et on détermine leur position respective, 
de manière que la quantité proposée devienne un maximum ou un minimum, 
en ne faisant varier que l'ordonnée qui répond à l'angle formé par ces 
deux côtés. De cette manière , le problème rentre dans l'ancien genre , 
et la difficulté ne consiste plus qu'à ramener le résultat de la solution à 
la forme diffi^rentielle. C'est ainsi qu'on a trouvé d'abord que la courbe 
de la plus vite - descente doit être telle que le sinus de l'angle qu'un de 
ses côtés quelconques infiniment petits fait avec la verticale, soit propor- 
tionnel à la vitesse , laquelle est comme la racine carrée de ia hauteur 
d'où le corps est parti ; et cette proportion réduite en équation différen- 
tielle , donne la cycloïde. On a trouvé de la même manière que le solide 
rond de la moindre résistance, est formé par une courbe qui a la pro- 
priété énoncée par Newton, dans le scholie de. la proposition XXXV de la 
^ seconde 
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seconde partie de ses Principes. On a applique ensuite ia même métiiode 
à des problèmes plus compliqués, tel que celui des isopérimèires, où il 
s'agissait de trouver entre toutes les courbes possibles qui ont le même 
périmètre ou la même longueur, celles qui, entre des limites données, 
renfermaient les plus grands ou les plus petits espaces, où, en faisant 
une révolution autour de leurs axes , produisaient les plus grandes ou 
les plus petites superficies, ou les plus grands ou les plus petits solides, 
ou enfin une courbe telle qu'en construisant sur son axe une seconde 
courbe dont les ordonnées soient des fonctions quelconques des ordon- 
. nées et des arcs de celle-là, l'aire de la seconde courbe forme un nuixi- 
mum ou un minimum; et les difficultés de ces problèmes, jointes à la 
célébrité que les recherches des deux frères Bermutli , de Tayîor et ^Euler 
leur acquirent , ont fait donner en général le nom à'isopéritnètres à tous les 
problèmes dans lesquels il s'agit de trouver des courbes qui jouissent de 
quelque propriété de maximum ou de minimum, avec ou sans la condition 
de l'égalité des longueurs de la courbe. 

Lorsqu'on veut avoir égard à cette condition , il ne suffit pas de faire 
varier une seule ordonnée, comme dans les problèmes où on demande 
un maximum ou un minimum absolu ; il faut alors faire varier àda-fois 
deux indéterminées, tant dans l'expression qui doit être un maximum ou 
un minimum, que dans celle qui doit demeurer constante, et égaler sépa- 
rément à zéro les résultats de ces variations, ou les différentielles de ces 
deux expressions, comme dans les problèmes ordinaires de maximis et 
minimis , lorsqu'il y a quelque condition particulière à remplir entre les 
variables, 

Jean BernoulU, dans un Mémoire destiné à résoudre les problèmes 
sur les isopérimètres proposés par son frère Jacques, et qui se trouve 
dans le Recueil de l'Académie des Sciences de i/otî, avait cru pouvoir 
satisfaire à-la-fois à ia condition du maximum ou du minimum, et à celle 
de l'isopérimétisme, en ne considérant que deux élémens ou côtés de la. 
courbe, et en faisant varier à-la-foîs l'abscisse et l'ordonnée qui répondent 
à l'angle de ces deux lignes droites , de manière que leur somme demeurât 
Supplément. X) 
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constante. în effet , si la question roulait sur des quantités finies , elle 
pourrait se résoudre de cette manière ; mais il arrive ici , par la nature des 
infiniment petits, que Téquation finale devient purement identique, et 
ne fait par conséquent rien connaître. Vf^i/i BernouUi parvint à un autre 
résultat, et crut avoir ainsi résolu les problèmes; mais son analyse est 
erronée, et pèche contre les principes du calcul infinitésimal. 

Jacques BernouUi est le premier qui ait reconnu dans ces sortes de 
questions la nécessité de considérer trois côtés consécutifs de la courbe, 
et de faire vvier à-la-fois les deux ordonnées consécutives qui répondent 
tiux angles formés par ces côtés. C'est sur ce principe qu'il a fondé son 
analyse du problème des isopérimètres, inùixAét Analysis magni problematis 
isoperimeîrici , et publiée à Baie en lyoi , et dans les Actes de Léipsic de 
la même année; et le ixiême principe a servi de base ensuite^ux solutions 
données par Toyïor dans son MethoAus incremetitorum ; par Jean BemouUi , 
dans les Mémoires de l' Académie des Sciences de 17 1 8 ; et par Euler, dans 
les tomes VI et VIII des Anciens Commentaires de Pétersbourg. 

Par la considération d'une partie infiniment petite de la courbe regar- 
dée comme composée de deux ou de trois lignes droites, les problèmes 
se réduisent à l'analyse ordinaire ; et la difficulté ne consiste plus qu a 
traduire- les solutions en équations différentielles, par les substitutions 
des valeurs des ordonnées et des abscisses successives exprimées en 
différences , en ayant soin de ne conserver que les termes du même 
ordre, suivant la loi de l'homogénéité des quantités infiniment petites: 
mais les résultats obtenus de cette manière se présentent rarement sous 
une forme générale et applicable à tous les problèmes du même genre. 
De plus, il y a des cas où il ne suffit pas de considérer une portion 
infiniment petite de la courbe , parce que la propriété du maximum ou du 
minimnm peut avoir lieu dans la courbe entière, sans avoir lieu dans 
chacune de ses portions infiniment petites ; ce sont ceux où la fimction 
différentielle , dont l'intégrale doit être un maximum ou un minimum, con- 
tient elle-même une autre fonction intégrale, à moins que, par les condi- 
tions du problème, cette intégrale ne doive avoir une valeur constante; 
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par exemple , lorsque la fonction dont l'intégrale doit ttre un maximum 
ou un minimum , dépend non-seulement des abscisses et des ordonnées et 
de leurs différences, mais encore de l'arc même de la courbe, lequel 
n'est donné, comme l'on sait, que par une expression intégrale : dans 
ce cas , les solutions qu'on trouverait par la simple considération d'une 
portion infiniment petite de la courbe, seraient inexactes, à moins que 
ta longueur de la courbe ne fût supposée constante, comme dans les 
problèmes des îsopérimètres. 

A plus forte raison, il ne sera pas permis de n'avoir égard, dans ie 
calcul , qu'à une petite portion de la courbe, lorsque la fonction différen- 
tielle dépendra d'une quantité donnée , simplement par une équation 
ilifférenrielle non intégrabie en général; c'est pourquoi on doit regarder 
icomme fausse la solution (]\.\Euler lui-mcme a donnée du problème de 
-la brachystochrone dans un milieu résistant comme une fonction de la 
Vitesse, dans le tome VII des Anciens Commentaires de Pe'tershourg , et dans 
le second volume de sa Mécanique , et on peut s'en convaincre en la 
comparant à celle qu'on trouve dans son ouvrage de 1744> intitulé 
J^iethodus invenietidi iineas nirvas maximi minimique proprtetate gaudentes 
■(Art. 4(5). 

C'est proprement dans ce dernier ouvrage ^u'EuIcr a donné une solu- 
;ion générale et complète du problème des isopérimctres. Pour trouver 
[es conditions du maximum ou du minimum, il se contente de faire varier 
l^ne seule ordonnée de la courbe, et il en déduit la valeur différentielle 
^e la formule, qui doit être un maximum ou un minimum , en substituant 
la place des différentielles de l'ordonnée, les différences successives des 
^données consécutives, et à la place des expressions intégrales, les sommes 
■es élémens répondant à toute l'étendue de la courbe. Son calcul devient 
illnsi très-long, sur-tout par les suites infinies qui s'y mêlent, lorsque la 
Ifcnction proposée contient différentes intégrales , et dont il faut déter- 
Tuiner la somme pour parvenir à des résultats nets et précis ; et on ne peut 
trop admirer l'adresse avec laquelle l'auteur surmonte ces difficultés, et 
obtient, en deniicre analyse, des formules simples, générales et élégantes. 
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Son ouvrage est d'ailleurs très- précieux par le nombre et la beauté des 
exemples qu'il contient, et il n'y en a peut-être aucun qui puisse èin 
plus utile à ceux qui désirent s'exercer sur le calcul int^gial. 

Jusqu'alors on avait traite séparément, et par des procédés differens, 
les problèmes où il suffit de varier une ordonnée, et ceux qui demandent 
fa variation de deux ou de plusieurs ordonnées consécutives. 

£u/er a remarqué le premier que tous les problèmes de ce genre pou- 
vaient être rappelés à une même analyse , parce que l'uniformité qui doit 
régner dans les opérations relatives aux differens points d'une même 
courbe fait que , dès qu'on a trouvé le résultat de la variation d'une 
ordonnée, la même expression rapportée à l'ordonnée qui suit immédia- 
tement, donnera aussi le résultat de la variation de cette ordonnée, et 
ainsi des autres. 

Cette remarque a conduit Euler à un beau théorème, et de la plus 
grande utilité dans cette matière; c'est que, pour trouver ime courbe 
qui ne jouisse d'une propriété de maximum ou de minimum que parmi toutes 
les courbes qui ont une ou plusieurs propriétés connues, il suffit d'ajouter 
à l'expression de la propriété qui doit être un maximum ou un minimum, 
celle des autres propriétés connues, multipliées chacune par un coeffi- 
cient constant et arbitraire , et chercher ensuite la courbe dans laquelle 
cette expression composée sera un maximum ou un minimum entre toutes 
les courbes possibles. 

En effet, si on désigne, comme Euler, par «v ou simplement par v, 
l'incrément infiniment petit de l'ordonnée y, et par P.v la valeur diffé- 
rentielle de la formide intégrale indéfinie jT^dx , qui doit être un j 

maximum ou un minimum, on aura P . u> pour la valeur différentielle deJ 

la même formule, provenant de l'incrément a de l'ordonnée suivante _y,- 

en supposant que P soit ce que P devient lorsque y devient _y, et quel 

toutes les autres variables sont rapportées à l'ordonnée _y. 

Et l'on aurait de même P .'k pour la valeur différentielle de la mêmeJ 
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formule , provenant de f incrément 7r de l'ordonnée suivante y , oxi P 

est ce que devient P lorsque;^ devient/^ et ainsi de suite. 

Or, en regardant, suivant les principes du calcul différentiel, les 

ordonnées ^'^ 7, ^^z&c. comme «nfinîment proches , on a 



yz=,y-^dy,yz=:y-\- Tidy -h d^y^ &c. ; 
par conséquent on aura aussi 



n 



dP. P == P ^ idP -+- J)é>,8cc. 



. Ainsi, en faisant varier à-ia*-fois ies deux ordonnées voisines y et y, 
ia valeur différentielle de fZdx sera 

/>;v ^ fp ^ dPJ.c^; 



et en faisant varier les trois ordonnées voisines y, y, y, sa valeur diffé- 
rentielle sera 



P. y ^ (P ^ dP)té ^ (P ^ idP ^ d'P)^, 

et ainsi de suite. 

U en sera de même de toutes les autres formules semblables. 

Donc, pour les courbes où la formule fZdx doit être un maximum 
ou un minimum absolu, on aura, en ne faisant varier qu'une ordonnée , 
l'équation P . v =: o , laquelle donne Pzzzo. 

Pour les courbes o\x fZdx ne doit être qu'un maximum ou un minimum 
relatif parmi toutes les courbes qui ont une propriété commune exprimée 
par la ïoTmxAe fYdx , si on représente par Q^i la. valeur différentielle 
de fYdx due à firrcrément de ^^^ on aura, en faisant varier deux or- 
données, et égalant à zéro les valeurs différentielles des formules /Z 4:/x 
et fYdx, les équations 

P .V ^ {P -+ dPJ a =z o, 
Q.v -+- {Q ^ dQJ a> =: o. 
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lesquelles donnent celle-ci : 

iP dQ, 

m 

dont nntégrale est 

a étant une constante arbitraire. 

Cette équation est, comme l'on voit, la même que celle quon trou- 
verait pour le maximum ou le minimum absolu 4e la foTm\xleJ2Jx-¥-ûfïJx, 
en ne faisant vaper quune seule ordonné?. 

Si ia même formule fZdx ne devait être un maximum ou un minimum 
que dans une des courbes dans lesquelles deux ^utre^ formules fYix 
tt fXdx conservent les mêmes valeuïs, on aurait alors le cas où il faut 
faire varier trois ordonnées successives, et où il faudra, égaler séparément 
à zéro les vaiçurs différentielles des trois formules dont il sagit. 

Ainsi, en dénotant pw /?.ï la valeur difTérentîelIe de fXdx prove- 
nant de rincrément v, on aurait ces trois équations 

/J.v ^ (P -t- dP)o^ (F -4- 2dP -4- d^P)'7V = o, 
Q.v -+- {Q -h dQJu H- (^Q H- idQ -t- d'Q)'7r = o, 
R.v -h (R -^ 4R)v -^ (R -+- xdR ~\- d'RJ-nr :;= o; 

savoir, 

Pfi -h- (à -h ^J -h- dP((à H- X'nr) -H d'P.-K = o, 

Q(yt H- « -+- Tfy) •+- dQ,(od -f- 2 7r^ H- ^Q.TT :±=: o, 

•/?^v -h c* -+- TTy) -H dR(cè -h 2 7ry) -H i/*/?,7r rr: o, 

ÉUn^inant deux des quantités v, «, tt, la troisième s'évanouit d elle- 
même , et on obtient une équation différentielle du second ordre entre 
les trois variables P, Q, R, 4ont par conséquent i'intégrafe compfète 
renfermera trois constantes arbitraires : mais , sans chercher cette équa- 
tion différentielle , il est facile de s'assurer que l'équation 

P ^^ aQ ^h- bR =z o 
satisfait aux trois équations ci-dessus , quelles que soient les valeurs dç$ 
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oèfficîens a, b, pourvu qu'ils soient constans ;^ car , en multipliant la 
econde équation par a, la troisième par b, et les ajoutant à la première, 
M\ aura une équation identique, en vertu de l'équation supposée; et 
omme cette équation contient deux cpnstantes arbitraires a et A,îi 
'ensuit qu elle sera nécessairement l'intégrale complète de Téquation du 
econd ordre dont il s'agit^ et Ion voit en même temps qu'elle n'est autre 
hose que celle qui donne le maximum ou le minimum absolu de la formule 

fZdx ^ afYdx -h bfXdx. 

Au reste , je dois observer que , dans les premières solutions qui ont 
fté données du problème des isopérîmètres par les BertwuIU , Taylor et 
Ettier lui-même, la valeur différentielle de la formule fZdx qui doit être 
m maximum ou un minimum parmi toutes les courbes isopérimètres , n'est 
>as de la forme 



lorsque la fonction Z contient l'arc s delà cottrbe, ce qui est contraire 
i la théorie d'Euler, qu'on vient d'exposer. 

Par exemple, dans la solution de Taylor, qui est une des plus simples , 
A on y substitue les dénominations précédentes , qu'on suppose 

dZ =\Lds -^ Mdx -H Ndy, 
et qu'on- fasse , pour abréger , -—^ = ^; on a cette valeur différentielle 



I II 



(N -+- Lq)dx.^ ^ (N ^ Lq)dx.<i, 

t 

provenant des variations v et « des coordonnées y tt y dans les trois 

I II 

élémens Zdx -h Zdx -f- Zdx , qui sont les seuls que Taylor considère. 

Mais je remarque que cette valeur n'est pas la valeur différentielle 
complète de la formule intégrale /Z^x*; car, par les formules exactes de 
l'ouvrage cité éiEuler , la seule variation v de l'ordonnée y , dans la for- 
mule /Z</^, donne la valeur différentielle 

\Ndx — d.(H -^ fLdx)q]>i, 
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OÙ // est la vàleux de /Ldx, correspondante à une abscisse données, 

pour laquelle fZdx doit être un maximum ou un minimum ; de sorte que, 

pour les deux variations simultanées v et «, la vraie valeur différentielle 

sera 

[NJx ^ d.(H —^ fLdx)q]^ 

^ [jijx ^ d.(H -- fLdx)q] (é. 

On voit d'abord par là que la valeur différentielle de Tayïor donnerait 
une solution fausse , si on voulait i employer à trouver la courbe dans 
laquelle fZdx serait un maximum ou un minimum entre toutes les courbes 
possibles , dans lequel cas il suffit d avoir égard à la variation d'une seule 
ordonnée ; car en égalant à zéro cette valeur différentielle ^ et supposant 
^ nul, on aurait l'équation 

N ^^ Lq = o\ 

tandis que la solution d'Euler donnerait 

Ndx ~ d. (H — fLdx)q = G , 

qui est la véritable* équation du problème. 

Dans le cas des isopérimètres, il arrive néanmoins que les deux solu- 
tions s'accordent ; car alors la propriété commune des courbes est l'arc s, 
c'est-à-dire la formule {\/ (dx^ -h dy^) , ou/|/ (\ --f-/?V dx , en faisant 

f z;=i ~-; ainsi on a de plus la formule fYdx ^ ou Y^-y/ (i-^-p^)» 

dont la valeur différentielle doit être nulle, en même temps que celle 
de fZdx. 

Or, par la construction et l'analyse de Tayïor, on a pour cette for- 
mule ta valeur différentielle 

I 
'-^ dq.H '^ dq.ùè\ 

et par les formules de l'ouvrage diEuIer, on a de même. — dq . ^ pour 

ia valeur différentielle due à la seule variation v ; de sorte que , pour les 

deux variation; v et oè , on aura également 

■ 

-— dq.^ — dq.CÊ. 

Ainsi, 
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Ainsi , suivant Tayîor, on doit avoir, dans ce cas, les deux équations 
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(N ^ Lq)l -¥■ (Nm- Lq)<é = o; 

I 

dq.^ -+• dq.tè -zn o, 
lesquelles donnent , par Télimination de v et 6» , celle-ci : 



• tf 



(N -I- Lq)dq := (N -+■ Lq)dq; 



savoir , en substituant N -f- dN pour N, L-^dL pour L, dq-^d^q 
pour dq, et q^^ idq '+- d^q pour q, et effaçant ce qui se détruit « 

Nd'q -H Lqd'q — dNdq — qdWq — ^Ld'q 
— idLd^q — , Ldqd^q — dLdqd^q = O. 

JVf ais les trois derniers termes sont du troisième ordre , tandis que les 
premiers ne sont que du second ; ainsi , en rejetant les trois derniers 
<:omme infiniment petits vis-à-vis des autres , on a simplement f équation 
€lu second ordre 



Nd^q H- Lqd^q — dNdq — qdU^q — iWq 

cromme Taylor le trouve. 

Suivant Euler, les deux équations seraient 

\Ndx — d.(H -- fLdx)q]i 
[Ndx — d.(H — fLdxJq]cé = o; 

dq.i -+• dq.u = O : 



mais 

d.(H'^fLdx)q^'^Lqdx -»- (H^fLdx)dq 



et 



d,(H -^ fLdx)q = — Lqdx ^ (H ^ fLdx)dq 

= — Lqdx -H ^// — ftdxjdq — Ldxdq, 
Supplément. 
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fLdx z=z fldx -4- l^iixi 

donc, en observant que ^ -+- J^ zn:: ^ ^ Iel première équation devient, 

[{N -4- L-^jJx — fH - fUxJJ^] , 

-f- [{N -+- Lq)dx — (H — fLdx)d"q^c» = o; 
laquelle , en vertu à» \^ seconde , se réduit k oetie-cî : 

■ (N -H Lq}^ -h ^yv -t^ Iq)^ =;= o, 

qui est là même que celle de Taylot; ainsi, comme les deux autres équa- 
tion* s'accordent aussi , le résultat doit être nécessairement le même. 

En efi^t, suivant ie théoi^me A'Bukr, en ne consldéianl qu« la seule 
variation v , qq a tovit de suite TéquatioD - * 

Ndx — d.(H — fLàx) q — adq = 0, 
a étant une constante arbitraire. 

Cette équation est Tintégrale première de celle de Ta^lori car si on 

la réduit à la forme 

Ndx ^ (H ^ a ^ fLdx)dq H- Lqdx = o, 

qu on la différencie après l'avoir divisée par dq, et quon fasse ensuite 
disparaître les dénominateurs, on trouvera Téquatîon i^Ti^kr. 

On pourrait faire des remai^ues semblables sur les solutions des 
BernouHi, et sur celles d'^W^r^ dans les tomes VI et VIII des Anciens 
Commentaires de Pétersbourç : mais dans Tétat actuel de l'analyse , on peut 
regarder ces discussions comme inutiles , parce qu'elles regardent des 
méthodes oubliées, cbmnae ayant &it place à d'autres plus simples et 
plus générales; cependant elles peuvent avoir encore quelque intérêt pour . 
ceux qui aiipent à ^uivrç pas à pas les progrès de l'analyse , et à voir 
comment lés méthodes simples et générales naissent des questions par- 
ticulières et des procédés indirects et compliqués. 

L'ouvrage d'Eùlef^, que ^lotts avons cité » n'aurait rien laissé à désirer 
sur les problèmes relatifs aux courbes qui jouissent de quelque propriété 
de maximum ou de minimum ^'il avait pour base une analyse plus conforme 



( 35 ) 
à Fesprît du cafcul dîfTérentîel : mais ia décomposition (fue Tautettr y fait 
des différéMklles et des intégrales dans leurs élémem primitifs \ d^ruit 
le mécanisme de ce calcul , et lui fait perdre se^ principaux ftvantages , 
la simplicité et la généralité de son algorithme. 

If restait donc à trouver la manière de plier le calcul dtfférencldl à 
ce genre de problèmes qui sont essentiellement de s<^n ressort , et d^ les 
résoudre sans s'écarter de la marche simple et uni^rme de ce calcul. Cet 
objet a été rempli par ia Méthode d^ variations t publiée dans le second 
tome des Mémoires de l'Académie de Turin. Comme cette méthode est 
exposée dans la plupart des Traités de calcul diâFérentiel qui ont paru 
depuis , nous nous contenterons d en donner ici les principes. 

£lle consiste à faire varier les^ dans la formule intégrale en x et y, 
qui doit être un maximum ou un minimum, par des différenciations ordi- 
naires , mais relatives à une autre caractéristique ^ différente de la carac- 
téristique ordinaire d , et à déterminer la valeur différentielle de la 
formule par rapport à cette nouvelle caractéristique , en transposant !e 
signe J\ après les signes d et / lorsqu'il se trouve pfaoé avant , et eft 
faisant ensuite disparaître par des intégrations par parties les différen* 
tieiles de ^y sous les signes/. 

Soit la formule fZ qui doiv^ être un maximum pu un minimum entre 
des limites données, la quantité Z étant une fonction donnée de x, y^ 
dx, dy, dy^ &c. , en supposant dx constant. On aura S^./Z pour la valeur 
différentielle qui doit être nulle dans le maximum ou le minimum; donc 

^.fZ = o, 

équation qui se transforme tout de suite en 

fS^Z = 0. 

Supposons qu'en différenciant à ia nuanière ordinahre, mais suivant la 
caractéristique J^, et ne faisant varier que les y, dy, &c., on ait 

J^Z =;: NJ<y H^ PS^dy -H Q^dy -+- &c. ; 

on aura l'équation 

fNS^y ^ fPJ^dy -4- fQ/'d^y ^- j&c. sœ o : 

E 2 
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or, fP^dy se transforme d abord en fPd^y^ et ensuite en im^^*^ 
par parties , en P ^y — fdP S^y, llSk 

De même fQ^d^y se transforme d'abord en fQd^S^y, ensuite en 
QdS^y — dQS^y -\- fd'' QS^y, et ainsi des autres. 

Donc, en ajoutant une constante quelconque K à ces intégrations, 
l'équation deviendra 

PS^y-h-QdS^y — dQ^y^Scc.-hlC 
^ ffN^dP -h d'Q — &ic.} S^y = o. 

Comme toutes les différentielles de S^y ont disparu de dessous le 
signe /, cette partie n'est plus susceptible d'aucune réduction : ainsi ,' 
pour vérifier l'équation indépendamment des Variations S^y, il faudra 
d'abord égaler à zéro le coefficient de J\y sous ie signe f, ce qui donnera 
i'équation 

N — dP -\- d'Q — Sac. zn o, 

laquelle devra avoir lieu indéfiniment pour toutes les valeurs de x* et/ 
comprises entre les limites données. 

Cette équation est en d'autres termes celle quEiiler a trouvée le 
premier pour le maximum ou le minimum de la formule intégrale /Z^at, 

Euler fait —^ = p , -^^ =: q, &c. , et il suppose Z fonction de x, / 

p, q, &c. , telle, qu'on ait par la différenciation 

dZ = Mdx -H Ndy -An Pdp -+- Qdq ^- &c. 

Il fait ensuite varier l'ordonnée y de la ligne infiniment petite tn\ 
en regardant la formule fZdx comme Faire d'une nouvelle courbe d 
Z serait l'ordonnée , il trouve pour la valeur différentielle de cette î 
la formule 

d'où il tire l'équation 

N — —, r^? &C. = O 



dx dx 

qui coïncide avec la précédente. 



Notre méthode donne de plus Téquation déterminée 

{P — JQ ^ &c.; J^y -H QdS^y -+- &c. ^ JC z= o, 

laquelle doit avoir lieu dans les deux limites entre lesquelles la formule 
fZdx doit être un maximum ou un minimum. 

Désignons par/o» Pof Qof &c. les valeurs de;^, P, Q, &c. à la pre- 
mière limite où x est par exemple égale à a^ et par^, , P, , Q, , &c. 
leurs valeurs à l'autre limite où x serait égal à h; on aura ainsi les deux 
équations 

(Po — dQo -+- &c.; JV/o -4- <2o^^/o -4- &c, -H ^ = o, 
(^P. — ^(2. -f- &c.) J^/, -H Q.^J^;'. -H &c. -H ^ = o: 

fa première donnera la valeur de la constante K , laquelle étant subs- 
tituée dans la seconde, donne 

(P. — ^<2. -+- &C-; J^;^. H- QJh^ -*- &c- 

— (Po — ^<2o — ^c.)i^y, — QJS^y^ — - &c. = o, 

équation qui restera encore à vérifier pour ia solution complète du 
problème. 

Si les valeurs de y^ et;',, ainsi que celles de -4^ > -j^/ &c. , sont 

censées données, leurs variations seront nulles, et tous les termes de 
Téquation précédente s'en iront d'eux-mêmes; c'est le cas de l'analyse 
àiEuler. 

Si toutes ces valeurs, ou seulement quelques-unes, sont indéterminées, 
ou s'il y a entre elles des relations données par la nature du problème, 
alors , après avoir effacé les variations qui doivent être nulles , et réduit 
les autres au plus petit nombre possible, il faudra faire disparaître les 
variations restantes en égalant leurs coèfficiens à zéro; ce qui donnera 
autant d'équations auxquelles on satisfera par le moyen des constantes 
arbitraires que les différentes intégrations introduiront dans l'équation du 
problème, Voye^ là-dessus le second et le quatrième volume des Mémoires 
de Turin , et les différens ouvrages de Calcul intégral où cette théorie est 
exposée. 
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LEÇON VINGT-DEUXIÈME. 

Continuation de Iz Leçon précédente. 
Méthode des VariatiûîiSj déduite de la considération des Fonctions. 

J_jA méthode des variations, fondée sur l'emploi et la combinaison des 
caractéristiques d et S^ qui répondent à des différenciations différentes, 
ne laissait rien à désirer; mais cette méthode ayant, comme le calcul 
différentiel , la supposition des infiniment petits pour base , il était néces- J 
saire de ia présenter sous un autre point de vue pour la lier au Cafcul 
des fonctions : c'est ce que j'ai déjà fait dans la Théorie des Fonctions A 
mais je vais reprendre ici cet objet pour ie traiter d'une manière plu$sl 
directe et pius complète. 

Lorsqu'une fonction donnée de plusieurs variables et de leurs dérivéi 
ne satisfait pas aux conditions que nous avons trouvées dans la leçoifj 
précédente, elle ne peut pas avoir une fonction primitive, à moins qu'H 
n'y ait des relations établies entre ces variables , de manière qu'il n';^ 
reste qu'une seule variable indéterminée; et les questions de maximts « 
de minimis dont if s'agit ici , consistent à trouver des relations telles, qu 
la fonction primitive qui en résultera soit un maximum ou un minimu}. 
entre des limites données, c'est-à-dire entre des valeurs données de I 
variable qui demeurera indéterminée. 

On voit d'abord que cette question dépend nécessairement de ce qW 
la fonction primitive ne puisse avoir lieu sans une relation entre les va-1 
riables; car si elfe pouvait être une fonction déterminée des différente^! 
variables et de leurs dérivées , elle ne serait plus susceptible que des 
maxima ou des miiiima du genre ordinaire, relativement à chacune dei 
variables et de leurs dérivées considérées comme des variables partîcu-j 
lières. 






Conski^rons donc une fonction quelconque de ic,y,y,y\ &c. que 
nous désignerons par V , et que nous supposerons n'avoir point de fonc- 
tion primitive dans l'état où elle est; pour qu'elle en ait une, il &udra 
supposer yzzi<^ x ; et pour que la fonction primitive qui en résulte , 
et que nous dénoterons par U , soit un maximum ou un minimum entre 
des limites données qui répondent à des valeurs données àt x , il faudra 
qu'en faisant varier tant soit peu la fonction ^ ;r ^ la valeur de la fonc- 
tion U , prise entre ces limites , diminue dans le cas du maximum, et 
augmente dans le cas du minimum. 

Supposons que l'expression de y soît, en général, une fonction de x 
et i, que nous représenterons par cp (x, i), et qui soit telle qu'elle devienne 
<p X lorsque / zn o. 

La fonction U deviendra aussi une fonction de at et i, et pour qu'elle 
soit un maximum ou un minimum, il faudra qu'en donnant à i une valeur 
quelconque très-petite , et supposant d'ailleurs la composition de la fonc- 
tion ^ {x, i) arbitraire par rapport à i, elle ait une valeur moindre dans 
le cas du maximum, et plus grande dans le cas du minimum que lorsque 
izrzo. Si on développe cette fonction suivant les puissances de // elle 
deviendra 

U -^ iU -\- — U -H-^C/ -H &c. , 

en indiquant par des points les fonctions dérivées par rapport à i, dans 
lesquelles il faut faire , après la dérivation i ;=: o , comme on Ta vu dans 
£a leçon neuvième. 

Ainsi l'accroissement de U, à raison de la quantité t, sera exprima 
paries termes 

iU ^ u ^ £/ H^ &c. , 

2 2.3 ' 

et H faudra pour le maximum, que la somme de ces termes ait une valeur 
négative, et pour le minimun que sa valeur soit positive, 1 étant une 
c^itftntîté quelconque très-petite et indépendante de x. 
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On a prouvé dans la feçon citée , qu'on peut toujours donner à i une 

valeur assez petite pour que le premier terme / U surpasse la somme dé 
tous les suivans ; d'où il suit qu'alors l'accroissement de U aura le même 

signe que le terme i U ; mais il est visible que ce terme change de signe 
avec la quantité i qui n'y est qu'à la première dimension : donc ii est im- 
possible que l'accroissement de U soit constamment^positif ou négatif en 
donnant à i des valeurs quelconques très-petites , à moins que le premier 

terme i U du développement de U ne disparaisse , ce qui donne d'abord 

la condition Uzzzo\ qui est, comme l'on voit, commune aux maxima 
et aux minima. 

Cette condition étant remplie , l'accroissement de U se réduira à 

— U -\ 6^-+- &c. ; et par un raisonneiment semblable à celui que 

nous venons de faire , on pourra prouver aussi que le premier terme 

-^ U devra être positif ou négatif pqùr que la variation soit positive 

ou négative ; mais ce terme étant multiplié par le carré de / , il est clair 
que son signe sera indépendant de i, et ne dépendra que de celui de la 

quantité U , laquelle devra donc être toujours négative dans le cas du 
maximum , et positive dans le cas du minimum; ce qui contient le carac- 
tère qui distingue les maxima des minima. 

Telle est la théorie générale des maxima et minima que nous avons 
cru devoir rappeler ici pour ne rien laisser à désirer. 

Dans les questions ordinaires , la quantité U, qui doit être un maximum 

OU wn minimum f esf une fonction donnée de a* , et les dérivées U, U, &c. 

sont prises par rapport k x; alors l'équation 6^= o devient t/'zzro, 

et donne la valeur de x ; ensuite le signe de If' distingue le maximum 

du minimum. 

Pans les questions dont il s'agit ici , la fonction C/ n'est donnée que 

par sa fonction dérivée K/ la fonction ^x est l'inconnue, et les dérivées 
• •• 
(/, Uj &c. sont censées prises par rapport à la quantité î qu'on suppose 

contenue 



\ * 



contenue dans la fonction ^ (x, i) : ainsi la difficulté consiste à (féduire 
ces dérivées de la fonction donnée V. 

Or, / étant ^x, lorsque <^x devient ^(x, i) , y deviendra 

en dénotant; comme plus haut> par des points les fonctions dérivées 
par rapport à i, dans lesquelles on fait ensuite i =: o; de sorte que ces 
fonctions deviennent de simples fonctions de x , qui peuvent même avoir 
une valeur quelconque, parce que la composition de la fonction ^ (x , i) 
est supposée arbitraire par rapport à /. 

Ainsi, en prenant les fonctions dérivées par rapport à x*^ il est clair 
que/ deviendra pareillement 



y ^-.iyH-^7_H&c.. 



et y deviendra de même 



// . . •/! 



et ainsi de suite. 

Faisant ces substitutions à la place des <}uantités y, y, y", &c. dans la 
fonction donnée V, et développant ensuite les puissances de // cette 
fonction deviendra 

y ^ iV ^ i^ Çr ^J_^ y ^ &c,. 

et par la théorie des fonctions dérivées , exposée dans les premières 

leçons, il est facile de conclure que la quantité V, qui étant multipliée 
par i forme le premier terme du développement , sera la fonction dérivée 
de K en y supposant x constant , et y, y, y", 8cc. des variables indépen- 
dantes dont les fonctions dérivées soient respectivement y, y, y\ &.c. 
De même V sera sa fonction dérivée du second ordre , prise relativement 

aux mêmes variables, et supposant que j^ jkO Y , 8cc. soient les fonctions 
secondes xle ;f,/; y ^ &c., et ainsi de suite.. 

Supplément. F 
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Nous appellerons, en général, variations du premier ordre, du se- 
cond, &c. ces dérivées marquées par des points et relatives à la quantité i, 

dans lesquelles cette quantité est supposée nulle ; ainsi y sera la variation 

du premier ordre àe y , y sera la dérivée ordinaire de cette -variation , 

X sera la variation du second ordre à^ y, et ainsi de suite. De même, 

• M 

V, V, &c. seront les variations du premier, du second ordre, &c. de Y; 

et U, U, &c. seront aussi les variations du premier, du second ordre, &c, 
de U : et pour former ces variations , on suivra lés mômes règles que 
pour les fonctions dérivées ordinaires. 
Ainsi, en faisant 

V =z f(x,y,y,y\ &c.^, 
on aura , suivant la notation employée dans ces leçons , 

V = yf'iy) -f- 'y'f'(y') -4- //Y/; H- &c. 

Il est visible que cette fonction V est fa même chose que celle que 

nous avons désignée par Kau commencement de la leçon précédente, 

en changeant seulement / en « , parce que nous avons supposé alors que 
l'accroissement de^ était représenté simplement par itè. 

Maintenant, puisque £/ est supposé la fonction primitive de F en y 
faisant y •=i<^x , quelle que soit la fonction cp x , elle le sera aussi en 
faisant ^ = cp (x, i). Dans' ce cas, nous avons vu que U devient 

i/^;£/^JL^^.&c., et Fdevient V -^ iV -^-^V -\- ^c] 

de sorte que comme / peut être une quantité quelconque, il faudra que 

les variations U, U, &c. soient respectivement aussi les fonctions pn- 

• •• 
mitives des variations V, V, &c. ;, ainsi on aura 

ù' z= y, x/'.= r, &c. 

La condition du maximum- ou du minitfum consiste donc en ce que a 
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fonction primitive de V soit nulle , quelle que soit la valeur de ^i : or si , 
pour plus de simplicité , on représente la valeur de V par la formule 

Ny ^_ P/ -H Q>" -+• Ry" -H &c. , 



et qu'on emploie relativement aux dérivées de y , les transformations 

qu'on a enseignées au commencement de la leçon précédente, relative- 

♦ 
ment aux dérivées de oè dans l'expression à^ V, et dont l'objet est de 

réduire à des fonctions dérivées exactes tous ï^ termes qui contiennent 
des dérivées àt y, on aura cette transformée 



(N r- P" -\-'Çt — R'" -4- &c.;7 



(Qi'ï - (R'yï -H &c. 

(RYJ _ &c. 



&c. 



où f on voit que tous les termes , à l'exception de ceux qui forment la 
première ligne, sont des fonctions dérivées exactes; de sorte que leurs 
fonctions primitives sont connues et déterminées, quelle que soit la 

quantité^; au contraire, les termes de la première ligne étant tous 

multipliés par y, ne peuvent avoir de fonction primitive, à moins qu'on 

ne donne à la variation y des valeurs particulières : donc, comme cette 
variation doit demeurer indéterminée, il sqra impossible que la fbnc- 

tion primitive de V devienne nulle, à moins que la première ligne de 

l'expression de ^ ne disparaisse, ce qui donnera l'équation indépendante 

de/ . 

N ^ P^ r^ <2" ^yR!" ^ &c. = o. 



Cest l'équation qui contient la relation nécessaire entre les variables 

F 2 
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X et y pour I existence du maximum ou du minimum , et que nous appel* 
lerons équation générale du maximum ou du minimum. En géométrie , c'est 
l'équation de la courbe qui jouit de la propriété de maximum ou de mi- 
nimum. II est facile de voir que cette équation sera en générai de l'ordre 
xn, si la fonction proposée V est de l'ordre n, c'est-à-dire, si elle 
contient la dérivée y^^^ ; de sorte que son équation primitive en x et^, 
contiendra 2/1 constantes arbitraires. 

La première ligne de la valeur de K ayant disparu, on aura, en prenant 

la fonction primitive de V, 

Ù = (P — <2^ -H /?" — &c J 7 

{R — &c.; ;" 

&c. 

la quantité K étant une constante arbitraire. 

Cette fonction ayant maintenant une valeur déterminée, pour que 
cette vafeur soit nulle entre les limites données , il faudra que fa diffé- 
rence des valeurs qui répondent à ces limites , soit nulle. 

• • • 

Désignons par [/^ et £/, , les valeurs de i/ qui répondent à la première 

et à la seconde limite, dans lesquelles x aura des valeurs données, et 

représentons de la même manière les valeurs des autres quantités dans 

• ♦ 
ces limites ; on aura cette équation particulière aux limites £/, — Uo^^i 

savoir , 

fp» — Q'. -H /r. — &c.;>. 



{Q. — R\ -H &:cj /. 



{R. — &c.;/. 

&c. 



(45 ) 



(P.- 


- Q'o H- R\ — &< 


(Q.- 


- /?': H- &c.;y. 


(K- 


- &c.;>"., 


Sac. . 





= O, 

à laquelle on devra satisfaire comme aux équations pour les maxima et 
minima du genre ordinaire; et les conditions qui en résulteront serviront 
à déterminer les constantes arbitraires que la valeur de ;^ en x pourra 
admettre. 

Si les valeurs à^y,y\y\ &c. étaient supposées données aux deux 

limites, alors il est visible que les variations yo^yo^Yo^ &c/ et j^, , ^ , ,• 

y,, &c. seraient nulles à-Ia-fois; par conséquent l'équation ayant lieu 
d'elle-même, ne donnerait aucune condition à remplir. 

Si I au contraire , aucune de ces valeurs n'était donnée , alors il 
faudrait égaler séparément à zéro tous les coèfficiens de ces m^mes va- 
riations , ce qui donnerait autant d'équations relatives à chacune des deux 
limites. 

Mais il arrive le pluf souvent que les valeurs de y et de ses dérivées 
aux deux limites, ne sont ni toutes données ni toutes arbitraires, mais 
qu'il y a entre elles des relations données par la nature du problème; 

alors il faudra, par le moyen de ces relations, réduire les variations ^, y, 

y\ &c. dans les deux limites , au plus- petit nombre possible , et égaler à 
zéro les coèfficiens de celles, qui demeureront indéterminées. 

L'équation générale 

;v — . P' H^ <2" — - &c. = 0, 

« 

que nous venons de trouver pour le maximum ou le minimum de la fonction 
primitive de V , est, comme l'on voit, la même que celle que nous 
avons trouvée dans la leçon précédente pour l'existence de cette fonction , 
indépendamment d'aucune relation entre les variables. 
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On voîf maintenant la raison de cette identité des formules par la 
conformité des opérations analytiques dans les deux cas. 

Il est d ailleurs évident que lorsque la fonction V est d'elle - même 
une dérivée exacte , sa fonction primitive est une fonction déterminée 
de X, y, y, y", &c. qui doit alors être rapportée aux deux limites, de 
manière que l'équation 

iV — />' ^- Q" — &c. = 0, . 

ne doit plus donner de relation entre x et y, et par conséquent doit se 
vérifier d'elle-même. 

C'est par cette considération qxx'EuIer a trouvé le premier cette même 
équation, ou plutôt l'équation équivalente 

pour la condition de Tintégrabilîté de la formule Zdx. Condoreet a 
observé ensuite que si la formule fZdx était intégrable, il fallait que 
la variation ^fZdx le fût aussi ; et de là il a conclu que les équations 
de condition pour Tîntégrabilité devaient être les mêmes que les équa- 
tions entre les variables pour les maxima et minimaf Notre analyse ne 
doit rien laisser à désirer sur ctl objet. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la variation de x était nulle ; c*est 
ce qui a toujours lieu lorsque les limites sont fixes : mais comme dans 
la plupart des cas, les limites sont variables, il est bon de voir ce que 
doit donner la variation de x. 

Pour cçla , il suffit de considérer que la fonction U étant censée une 

fonction de x, si on fait croître x de ix, l'accroissement de U s^ra, 
comme on l'a vu dans les premières leçons. 



I* X 



rxU' ^--^-^ U" H- &c.; 

z • 

or ^ U' zzz V par l'hypothèse ; donc 

U" =;= V\ U'" =^ V\ 

et ainsi de suite. 



/ 
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Donc, pour avoir raccroîssement de U dans ce cas, îl suffira d ajouter 
respectivement aux variations i/. Ut &c., les termes xV i x^V , &c.; 

•i » 

ainsi, comme V=zl/, il faudra ajouter à ia valeur de K trouvée dans 

l'hypothèse où x ne varie pas, le terme (Vx/. 

Mais comme la variation de x influe aussi sur celle de ^^ en tant que 
cette quantité est fonction de x, il faucïrà, dans ce cas, retrancher de 
celle-ci ce qui est dû à la variation de x, dont nous venonsi de déter* 
miner l'effet total sur les variations de £/. 

En e&t, on a vu ci-dessus que y étant <^x , lorsque Cfx devient <^(x, i), 
/ devient y -{- iy -^ — — y -H 6tc. : or, x devenant en même temps 



x^ix,y devient par là 






y -+- I Af^ -f- ' ■ / , -H &Cit 
De la même manière, ^ qui est aussi £>nction de x , devi^idra 



• V . '*** •// 






y "^^ t X y -+- ■ / -f- &c. ; 

et ^ deviendra 

y ^ i xy -H •—— /' ^- &c. : 
donc l'accroissement total de ^ sera exprimé par 

i(y ^ v; H- T ^3^ ^ ^^/ ^- ^v; •+= &c., 



noi 



où l'on voit que / -+- xy, y^zxy -h x^f» &c. sont les variations 
V totales de;', dans le cas où fon a égard à la variation x et x. 

Désignant, pQur un moment, ces variations par (y), (y), &c. ; pour 
les distinguer des variations 'y,y,^c. qui ont lieu lorsque x est nulle, 
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on aura 



/ -H iy = (y), y -H. ^^>' -+- *y = G)^ &c.; 
donc 

y = (y) — xy, 
et prenant les dérivées par rapport à x , 

y' = i(y) - ky'J, y" = {(y) - x/]", &c. 



• • 



/ > 



Ce sont les valeurs qu'il faudra substituer à la place àty,y,y,tiu:. 
dans la variation V prise en regardant x comme invariable : donc , si 
on a égard à la variation de x, l'expression de V trouvée ci-dessus, de- 
viendra, en mettant simplement^ au lieu de (y). 



N(y^y'k)^P(y^y'xJ H- Qly^y'xf ^RCy^y'i)'" ^i^c. ^ (Vxf : 
ainsi les termes de la transformée , qui seront multipliés par les variations 
^ et ^ ^ sans être des dérivées exactes , seront simplement 

(N -^ P^ ^ (^' ^ R'" ^ kc.)(y —/i;; 



d où ion voit que l'équation générale 

iV — P' -H Q" — /?^' -H &c, = G, 

trouvée d'après la seule variation de y, satisfait en même temps à la 

variation de x : donc cette variation n'influera que sur l'équation aux 
♦ • • 

limites U, --r^ UqZtzo^ dans laquelle il faudra ajouter à la valeur de U 
le terme Vx, et y changer jî en j?— ^/x. 

On peut parvenir au même résultat d'une manière moins simple , maïs 
plus directe, en considérant immédiatement les variations de x et de ses 
dérivées. 

Pour cela, il faut d'abord dépouiller la fonction V de la supposition 

de / = I , pour pouvoir tenir compte des variations de x» x", &c. , ce 

qui 
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qui se &ît en substituant , comme on Fa vu dans les leçons précédentes , 

~ au lieu de y, ; — au lîeu de /, et ainsi de suite , et multipliant 

hi fonction F par / pour quelle puisse être la fonction dérivée de (/. 
Soit , pour abréger , 

-^ — p^ -7- — ^' ^ — '^^ ^^* ' 

ii faudra dans V substituer/^/ ^, r, &c. à la place dç /^ y p y"\ &c. ; 
moyennant quoi cette quantité deviendra fonction de y,p, q^ &c. , et 
f on aura la dérivée 

r =z Mx H- Ny ^ Pp -H (2/ H- /?/ •+- &c. 
qui se réduit à 

V =z (M -\- Np ^ Pi -h Qr ^ Rs -i- kc.Jx', 

• > • • 

et ia variation 



y =z Mx '\- iV;f -t- />/> -H (2^ H- /?r -+- &c.: 

_ . . i • 

ainsi tout consiste à trouver les valeurs des variations p, q, r, Sec. 
Or, p étant =: A-j on aura 



*i ' *i 

1 / /* 


y —p* (yp*) -*-p * O-p") . 

x' x' x' 


\-qx, 


p «' "~ x" — 


i^ cause de -^ — ^. 


" • 1 ■ 




On peut faire ici 


X'' = I , et Ion aura simplement 






p =1 (y ^ px/ -h qx. 


- 


Dç même ^ étant = 

* 


p' 
: ~ , on aura 

X 


• 


• p p * . 

^ x' '^" x'» • 


_ /'-fi' _ (p-i-r-^q'" _ (p-iiy. 

* x' x' 


+-rx 



Alus la valeur de p donne 

p ^ qx =. (y — px)[; 
Supplément. 



donc faisant cette substitution , et supposant x'zz: i^ ce qui est permis 
ici, il viendra 



» « 



q =1 (y ^ p xf -+- rx. 
On trouvera de la même manière 



et ainsi de suite. 

Par ces substitutions , la variation V deviendra 



{M-t-Np-^P^-^Qr-hRs-i-8K.Jx 

^â-pxJ-i-P{}-pi/-hQ{^-pi/'^RÛ-pxr'hScc. 
Or > on a trouvé ci-dessus, 

M -^ Np -^ Pq -t- Qr -4- &c. = ^' 



X' 

d'ailleurs, p =:-^; donc faisant ces substitutions, et supposant ici 
A*' = I , on aura simplement 

V=:z V'x ^ NCr^'x) ^^ PCy-y'iy H- Qiy-yxf h^ R(y-y^r -^ ^^^ 



C'est la valeur complète de la variation de V ^ déduite des variations de 
A" et de ;^ et de leurs dérivées. 

Mais on a vu qu'il faut mettre Vx à la place de V ; donc on aura 

Vx -H Vx à substituer à la place de V dans les formules données plus 

haut; donc mettant ici la valeur de P' qu'on vient de trouver, et observant 
que 

Vx ^ Vx' = (Vx)', 

on aura , en faisant ;r' =: i , le même résultat auquel on est parvenu 
ci -dessus par une autre voie. 



Au reste , en regardant la quantité V comme une fonction de x,/ et 
de leurs dérivées x\ x , &c. , y , y", &c-, on pourra traiter les variations 
de X comme on a fait celles de/. 

^ Dans ce cas, la fonction Fêtant représentée par 

f(x, X, x\ &c., ypy,y» &;c.^ , 

on trouverait les termes 

'xf(x) ^ x'f(x') -H 'x''f(x").^c. 



à ajouter à la variation V; et en désignant ces termes par ia formule 



V . •» . V// 



nx H- px -+• qx •+- rx -H &c. • 

on parviendrait par des opérations relatives à la variation x et analogues 
à celles qu'on a employées pour la variation y, kià, transformée 



(n ^ p' ^ q" ^ r ^ Scc.Jx; 

de sorte que la partie de la valeur de V qui ne serait pas une dérivée 
exacte, serait 



Lorsque/ est censée une fonction de x, et qu on peut par conséquent 
faire x'ziz i , nous venons de voir que la variation simultanée de/ et x, 

donne pour la partie de V qui nest pas une dérivée exacte, la formule» 



fN ^ P" ^ Q!' -^ If' ^ Sccjfy -^yij: . 

il faut donc alors que la formule précédente coïncide avec celle-ci > et 
que Ton ait par conséquent 

n^p'^q"^r"'^S^c.:zZ'r-/{N--P'-^(^-R^ 
doù Ton voit que l'équation 



t , n /// 



n —r p ^ q -rr r -H. «c, =S O , 

G 2 
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que donnerait la variation de x, est toujours équivalente à Téquation 

N ^ jy ^ QT ^ B!" ^^ &c. = o 

qui provient de la variation de y. 

En effet , nous avons àé]k trouvé par une autre voie , dans la leçon 
précédente, que ces équations ont toujours lieu à^Ia-fois. 

Un des avantages du calcul des variations est de pouvoir faire varier 
indistinctement les indéterminées x pu y et ieuts différentielles , et 
l'identité des équations du maximum ou du minimum, déduites de l'une et 
de Tautre de ces variations , a été un des premiers résultats de ce caiculi 
auquel les anciennes méthodes n'auraient pu conduire ; mais les démons- 
trations qu'on en a données dans le second et dans le quatrième volume 
des Mémoires Je Turin, sont moins directes que celle qui se déduit às% 
formules qui représentent cette double variation, et que nous venons 
d'exposer d'après Euler. Voyez le tome troisième de son Calcul intégral. 

Considérons maintenant le problème dans toute sa généralité , et 
d'abord soit, comme ci-dessus, 

V^f(x,y,y\y\f,^c.). 
on aura 

H-^r(y), P =f(y').Q =^f(fhR ^f(fh &c. 
Soit, de plus, pour abréger. 



III 



&c. 

La variation V, dans le cas où x ne varie pas, sera 



tt . iti 



K = y; -h {Yy/ -f- fYy'/ H- fr// -H &c. . 
où les termes qui ne 3ont pas sous la forme de fonctions dérivées, doivent 
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^'évanouùr^ ce qui donne d'abord , comme on l'a vu , l'équation générale 

r=o. 

Ensuite I à cause de V=z (/, on- aura la vamtion de U 



Il III 



• 



u = Yy -{- Y/ -^. Yy -H &c. 
et l'équation aux limites sera 

i/. — i/o = o. 

Si on veut que x varie en même temps que y s on changera y en 
^ — y^ , et on ajoutera à U le terme Vk. 

Supposons 9 en second lieu , que la fonction proposée contienne une 
troisième variable ji avec ses fondions dérivées j'^ Z ^ &c* î ^^ iexîi^ 
relativement à cette variable » des op^érations analogues à celles qu'on a 

employées pour la variable y ; et la valeur de V , en supposant x înva- 
riable, se trouvera composée de deux parties semblables» fuhe relative 

k*y, l'autre relative k^. 
Ainsi, en supposant 

V = f(x,y,y', y", &c. . z, z', {, Sac), 



II 



et conservant les expressions de Y, Y; Y, &c.y on fera, de plus, 



Z - 


^fU) - 


- \f(în H 


- [f(f)T' 


- &C* 


II 

z = 


^f(l)- 


- \f(fn ^ 


h &c. 


f 


m 

Z != 


= / (f) - 


- &c. 






&c. 


• 




1 ■ : 


1 



• I 



,et i on aura sur-le-champ 

Vz= Yy^Zz 

(Yy)' -+- (Yi'J -t- (Yy"l ^ 8çc. 
(Zi/-^ (Zi/ -H {Zz7 -H &c. 



fi • ttf 
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les termes Yy -H Zz, qui ne sauraient être des fonctions ^dérivées exactes, 

tant que;? et z ont des valeurs arbitraires , doirent être détruits, ce qui 
donnera d'abord l'équation générale 



ry +. Zz = o, 

à laquelle on satisfera de différentes manières , suivant que les variables 
Z' et 2 seront indépendantes lune de l'autre , ou qu'elles seront liées entre 
^lies par des relations données. 

On aura ensuite, en prenant les fonctions primitives, à cause de 
K=6^, réquation 

Ù zz: Yy --i^ Y y -4- Yy" -+• &c, 
Zj H- Z? -H Z? -+- &c. 



1 

c'est la valeur qu'il faudra substituer dans l'équation aux limites 

£>, ^ f/o = o. 

Si on veut que ;if varie aussi, on changera^ et ^ en/— /x/ z ~* t^* 
et on ajoutera à t/ le terme Vx^ 

Reprenons i'équatîon Yy-^hZzziZiO. S*il n'y a aucune relation donnée 
par les conditions du problème , entre x et y, leurs variations seront 
indépendantes l'une de l'autre, et on ne pourra vérifier l'équation dont 
il s'agit qu'en faisant séparément 

deux équations qui serviront à déterminer / et 2 ^n fonctions de x. 

Mais , si les variables y et z étaient liées par une équation de condî- 
tion entre x, y, z> ^^ '^^"^ représentons par 

il faudrait tirer de cette équation la valeur de z ^^ ^> /' ^^ ^^ substituer 
dans l'expression de V; mais pour faire usage de l'équation Yy-^Zz=Oé 
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il suffit d'avoir le rapport entre les variations y et j; et pour cela îl n'y 
a qu'à considérer que la relation entre les quantités x,y,i devant sub- 
sister aussi dans l'état varié, l'équation F(x, y, 2/^ = devra avoir lieu 

aussi en y mettant x -f- ix au lieu de x, et ^ -H i/ -4- — y ■+- &c. , 

dit 



2 H- iz -H 2 — Z "+" ^^- *^ ^^^^ de ^^ et 2i quelle que soit la quantité i: 

d'où et de ce qui a été démontré dans les premières leçons, il est facile 
de conclure que les dérivées de cette équation , relatives aux variations 
dex,y, i, devront avoir lieu aussi ; de sorte que l'équation de condition 
F (x, y, i) z=z o donnera les équations variées 

^(^^y^ z>^ = o / F(X'y' zJ=^o, &c. 

Or, en regardant x comme variable, on a 



F(x,y,i) z=zyF{yJ H- Z^'dJ^ 

puisque l'algorithme des variations est k même que celui des dérivées ; 
ainsi on aura l'équation 



d'où l'on tire le rapport de y k ^ , lequel étant ensuite substitué dans 
l'équation î^ -4- Zj = o du maximum ou du minimum, donnera celle-ci 

YF'(i) - ZF'(y) = o, 

■ 

qui étant combinée avec l'équation de condition F(x, y, i)z:::zo servira 
à déterminer les valeurs de / et j i*n a** 

Nous avons supposé dans le calcul précédent que x ne variait pas. 
Si on voulait tenir compte des variations de x, on aurait à la place de 

l'équation Xy -4- Z^ ==; o, celle-ci : 



Or^ l'équation de condition F (x,y, i) zzzo donntfrtût, d'un côté, 
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l'équation dérivée 

et» de Tautrei l'équation variée 



kF'(x)-^-yF'(y)^ if (l) =z ox 
substituant dans celle-ci la valeur de F(x), tirée de ia précédente, on aura 



et cette équation combinée avec f équation ci-<Iessus , donnera également 
Téquation 

YF(z) — ZF(y) = o. 

On voit par ià, en général , que ia variation x àe x, n'influe que sur 
f équation aux limites , et nullement sur l'équation générale du maximum 
ou du minimum. 

Supposons maintenant r pour embrasser le problème dans toute son 
étendue, que l'équatîon de condition entre x,y, g, contienne aussi les 
dérivées de ^ et j , et soit en générai de ia forme 

F(x,y,y y\8Lc. z,'^,i,Slc.) = o. 

On tirera de ià f équation variée ' . 

F(x,y,y',y",^c. Z,i,Z,^c.) = O, 
laquelle, en n'ayant égard qu'aux variations à.ty, z, se développera ainsi: 



fF'fyJ ^ yF'{y'; H- y" F' {y") -4- &c. 
zF'fzJ H- ÏF'ii)-^ ÏF'({) +. &c. = o. 



Comme les dérivées de 2 ne paraissent dans cette équation que sous fa 

forme linéaire, il est possible d'en déduire l'expression de j, en employant 
la méthode des multiplicateurs et prenant successivement les fonctions 

primitives ;,tDfti3 de cette maniàre on entre dans des calculs longs et^ 

compliquât 
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compliqués, et il est beatjicoup plus siipple d'employer les multiplicateurs 
de la manière dont on en a usé dans la. Mécanique analytique, qiii est toute 
fondée sur ie calcul des variations. 

On se contentera donc . de multiplier Je. premier inembre de çette^ 
équation par un coefficient indéterminé A » et de l'ajouter à l'expression 

précédente de la variation V, en ayant soin en même temps de trans- 
former tous lés nouveaux termes de manière que les fonctions dérivées 

àts variations y tt z ne se trouvent que dans des fonctions dérivées 

exactes , comme on l'a pratiqué à l'égard des termes de fa valeur de V. 

On aura ainsi une nouvelle expression de V, dans laquelle on j)ourra 

maintenant traiter les variations de ^ et ^ / comme indépendantes , à 
raison de l'indéterminée A. ' 

Soient, pour abréger, 

(Y)=zxF'(/)-^S^c, 

&c. . . . .- .•. .■...,.■ 

(Z) = AFYz/ - [A/'Y2VT-+- t^ne'Vr r- &<^- 

(Z) = aF (i) - [rAFYz'V]' ^ &c. 

(^z; = A FYzV — &c. 



> 1 ■ 



&c. 






Les termes à ajouter à l'expression de la variation ^^; seront 

(Y)y^(Z)z 



Donc, puisqu'on peut maintenant regarder les variations ^ et j comme? 
Supplément. H 
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indépenSanites » ^on aura d abord', par les principes posés ci -dessus» les 
deux équations générales du maxinmm oUidu minimum, 

r-h{rjz=:o, z -^ fz) = o, 

eritfé fesquèîles il faudrait éliminer l'indéterminée A; et 1 équation ré- 
suIfàntèV combinée avec Téquàtion de condition , donnera les valeurs de 

• • • 

Ensuite la variation U deviendra 



it 



,-, .a^ ir -+. cm -+■ ir ->-,(yny -•- &?• . 

valeur qu!on subâtituera dans l'équation aux limites 

£>. — 6^0 = o. 

• 'i . 

Si on veut avoir égard en même temps à la variation de x, on ajoutera 
à 6/ le terme Vx, et on changera lés quantités;?, ^ ^^ leurs dérivées en 
y — yx, i — ix, et dans les dérivées de ceiles-d. 

11 faudrait» à la rigueur, dans ce cas, ajouter à îa valeur de Fie terme 

^\^x F (x, y,. . .y]V\daprèç les formules trouvées plus haut pour la 
valeur complète de la variation de x F(x , y,. . ^). Ce terme se trans- 
forme en [a X F (x, y,'. . .)^ -^ >^xF (x , y,. • .) ; mais il disparaît ici 
en vertu de l'équation F (x , y ,. . .)z=:o.\\ faudrait néanmoins le con- 
server si Téquation de condition n'était donnée que par l'équation variée 

* ( ^ f y f»- • fj — -^ 'O •,,,;. • 

Dans l'équation aux limites , on pourra regarder aussi les variations 

x,y tl i, ainsi que leurs dérivées, comme indépendantes, à moins que 
la nature du problème ne <lonne aussi des conditions particulières aux 

limites. 

. • - . ■ •- 

Supposons, par exemple, que Ton ait une ou plusieurs équations de 
x;ondition entre les quantités x> y^/p/» &c,, i, î, z, &c., rapportées 
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aux deux limites, c'est-à-dire, entre les quantités x^, ^o. /©'« 5'o^ &Ç* 
Zo» Zo'p Zo"» &c- ^t.* /.•/•'• ;'. "» &c. ^, , ç,',,2.", &c. , et que, le maximum 
OU le minimum ne doive avoir lieu que parmi les fonctions qui , prises 
entre les iiniites données, satisfont à ces conditions i il faudra que les 
mêmes équations subsistent dans \é$.ùX varié, c'ést^à-dire-, en y mettant 

X H-^^, y -\^iy-^ — ;^-H &c., jH- /^H 2-H.8(c. à la place 

de -^/J^/^; par conséquent on aura aussi les variations de ce& équations , 
comme nous lavons déjà vu plus haut. . 

Désignons par . .'. : 

^(xo,yo,yô,<^c. 2o, zd, &c. x,,y,,y'Scc.X',iz,', &:c./= o, 

une de ces éqùationb de condition ; elle dorihéra léqtiâtion varrée 



On multipliera cette équation et les autres semblables pai^dêâ cd^ffii^ 
ciens indéterminés ût/ /3, &c., et on les iajoutera à l'équation des limites 
données ci-dessus , après quoi on pourra traiter toutes fe» variations 



■ > «^ I 



'. • • *■ ■ •••1/ ♦ /«■' "o ■ *! -■ > •' w' oi ' • ■">♦-< ^ "i b ' 

*"o .*•.-, /ov /o » J'o . «c. y,., /; ,y',-; &c. j, , £,\ 2, ,' &c.- - 

•; ... . , . , . 

comme indépendantes, et égaler à zéro, chacun aie "leurs coèfficîens i^ ce 
qui donnera autant d'équations partîculîères aux limites qu'il y aura de 
ces variations. On satisfera' ensuite à ces équations par lé moyen des 
coèfficîens arbitraires et, ^, &c. et des constante^ àrbîtraîrés qui entrérôhf^ 

dans its expressions de^, 2 ^^ •^' 

• . . . • 1 ■ . ■ • j 

A l'égard des variations jo» èo'i &c. ji 1 i/» &c. , il est bon de remar- 
quer que la fonction j étant donnée par une équation dérivée , si cette 
équation est de l'ordre // par rapport à j, les valeurs de Z^ Zf Z f ^^r 
2^*""'^, correspondantes à une valeur donnée de x, seront arbitraires, et 
devront être déterminées par les conditions du problème : ainsi, en rap- 
portant ces valeurs à la première limite, il faudra regarder les quantités 

H 2 



. .j s • 
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Zo> lot ^' Zo^'~'^ comme des fonctions données de *o» /o. V» &<^-' 
donc les variations *2o> Zo^ &c. seront aussi données en fonctions de 
Xq, yoi yof &c- multipliées par les variations Xo\ yo.yô, &c. : alors les 

variations ji* fiVii "» &c., qui se rapportent à la seconde limite, seront 

- • * t. ■ ' . • 

absolument indéterminées, et il faudra les faire évanouir en égalant leurs 
coèfncîens à zéro. 

On pourrait demander que ia fonction ^ donnée par Téquation de 
condition fût elle-même un maximum ou un minimum. Il li'yaurait alors 
qua supposer U^=iz, et par conséquent Vz=:z\ 

Q;i aurait donc dans ce €a,$ 

donc 



.1 f ' II 



r=:o, K=Oi&c. Z=ro, Z=i, Z = o,&c; 

, ■ \ • . • ■ 

Les équations générales du maximum bu du minimum seraient donc 
sîiTiplem^t 

(Y) = G, {ZJ 7= o; 



on aurait ensuite 



tt , f . Il 



L'équation fZ) = o servira à déterminer la variable A, et l'équation 
(YJ-zzzo y combinée avec l'équation donnée P'(x,y,y, &c. i, i, 8cc.J=zo, 
donnera la valeur de y en x. Soit j^*^ la plus haute dérivée de 2 q^^ 
çntre dans cette équation, féquation (CZ^zzio sera linéaire et de Tordre «/ 
par rapport à A ; la valeur de A contiendra donc, autant de constantes 
arbitraires et linéaires aussi, qui serviront à faire évanouir les variations 

5^1 > z/» &c. dans Téqùation des limites, les variations 2o> Zo'> &c, étant 
censées données par la nature du problème*, comme nous venons de le 
remarquer. 

II faudra donc dét|èrmîner ces coiistantçs de manière quie Ion ait 



Vf tll 



i -i- {Z,}z=zo, {Z,J=:o, {Z,Jz=o,6lc., 
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et on remplira ces conditions en faisant simplement 

A. = o, a'. r=r o, &c. A/»-'/* == o, 
et de plus, 

X(n) F'ijf^)), -t- I = O. 

I ■ 

Ceci revient à la solution donnée dans le tome quatrième des Mémoires 
Je Turin. 

En générai, soit F une fonction quelconque des variables x,^^ i, t, &c. 
et de leurs dérivées d'un ordre quelconque , à i exception de x, dont la 
dérivée soit supposée Tunité; et soient Lrzr o, AI=. o, &c. des équa- 
tions de condition entre ces variables et leurs dérivées, dont le nombre 
ne surpasse pas celui des variables diminué de deux unités, afin qu'il 
reste des relations indéterminées entre les mêmes variables. 

Le problème de maximis et minimis dont il s'agît ici , consiste à déter-^ 
miner ces relations de manière que la fonction primitive de F devienne 
un maximum ou un minimum entre des limites données , correspondantes 
• à des valeurs données de x. 

Pour le résoudre de la manière la plus générale, on cherchera les 
variations des fonctions V,L,M,&lc.^ dues aux variations de^, i, t, &c., 

et désignant ces variations par V, L, M, &c. , on considérera la formule 

^ H- AL -f->i^ -H &c., 

dans laquelle A, ;^, &c. sont supposées des variables indéterminées. 
On fera sur cette formule les transformations enseignées plus haut; 

par lesquelles les fonctions dérivées des variations/, j/f, &c. ne pa- 
raissent plus que dans des termes qui sont des fonctions dérivées exactes : 
elle deviendra ainsi de la forme 



I> -f- Z2 H- r/ -H &c. 
(Y) -+. Yj' H-, Yy" H- &ç/ 
CZZ'^ Zï H- Z'i" -H &c./ 

( fi -^ fi -♦- fï H- &c./ &c. 
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Et Ton aura d abord les équations générales 

r = o , Z = o , r = o , &c. , 

qui , étant combinées avec les équations de condition 

L =;= o , M :=: o , &c. , 

serviront à déterminer les variables/, i, t, &c. A, ft, &c. 
Ensuite faisant 



Il , III ^ 



<^£/; =.}> -+- r/ H- r/ -4- &c. 

Zz -+- Zj' H- Z? -4- &c. 



T-j -j_ irv _L, r? -+- &c. 



&c. 

on aura Téquatîon aux limites (C/J — {UoJ = o, à laquelle on devra 

satisfaire, indépendamment des variations j^, /, &:c. ^# Z' &c. &c. 
Et pour tenir compte de !a variation de x, il n'y aura (Jli'à changef 

y, î, i en y — yx, z — ix, i — t'x, et ajouter à la valeur de (U) le 

terme Vx. 

Comme la nature du problème peut fournir aussi des équations de 
condition entre les variables x, y, z, t, &c. , rapportées à ces limites, 
désignons par A :=:^ o^ Bz=zq^ &c. ces équations de condition, de 

manière que A, B , &c. soient des fonctions données de Xq^ x,^ yof y^t 

f ' sir ^ 

On formera les équations variées Azzlo^ 5=o, dues aux variations 
de chacune des quantités x^^ x, , /o» 7i» yo% //» &c. ; on ajoutera ces 
équations multipliées par les coèfficiens indéterminés <t , /3 » &c. à 
Téquation aux limites. 

On aura ainsi i équation 

(U,) ^ (ÙJ '^ <tA -{^ (iB ^ &ç. z=z o, 

dans laquelle on égalera séparément à zéro le coefficient de chacune 
des variations dont il sagit, 
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Ces formules servent à répondre à toutes les questions où Ton cherche 
des maxima ou mininui absolus. Voyons aussi comment on y penj rap-^ 
peler les questions où Ton ne demande que des maxima ou minimaïelsLtifst 
c est-à-dire, dans lesquelles la fonction primitive d une fonction donnée 
ne doit être un maximum ou un minimum entre des limites assignées » 
qu'autant que les fonctions primitives d'autres fonctions données, auront 
des valeurs données entre les inêmes limites» 

Soit u la fonction donnée dont la fonction primitive doit avoir une 
valeur déterminée entre les limites assignées. Supposons que s soit cette 
fonction primitive, en sorte que Ton ait Téquation / — u ziz o. La 
condition dont il s agit consiste en ce que la quantité j, — Jo doit avoir 
une valeur donnée ; par conséquent sa variation devra être nulle , ce qui 

donne Icquation aux limites i, — }o=^o. 

Pour introduire cette condition dans la solution générale du problème 
de.maximis et minimis, je regarde Téquation s —^ u z= o comme une 
équation de condition, et je la traite comme les équations de condition 
L=zo, AIz=z:o, &c. Je multiplie par un coefficient v.ariable et indé- 
terminé a- la variation / — i, et je Tajoute à la formule générale 
y -H AL h- &c. ; j ai 



V ^^ cfs — u) ^ AL -H fj(.M -H &c. 

Le terme o-s se transforme en ceux-ci : (a- s/ — ^j; et comme ce* 

termes sont les seuls qui contiennent la variable s, la variation s don- 
nera d abord f équation cr' = o; d'où Ton tire a- -zn a , a étant une 
constante arbitraire. 

Ensuite l'autre partie (<rs/, qui est une dérivée exacte, donnera dans 
l'expression de (U) le terme (rs, et dans l'équation aux limites les termes 
^{^i — Sc^ , à cause àé a-zzzia : mais on a par les conditions du maximum 
ou du minimum relatif, s^ — }o =: o : donc la valeur de (U) ne recevra 
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II n'y aura donc que la variation — au qui devra être ajoutée. à la 
formule générale, ce qui revient à substituer à la piace de la fonctioii V 
la fonction V — au, et à chercher les conditions du maximum bu du 
minimum absolu de la fonction primitive de V—^au, a étant uiie cons- 
tante quelconque arbitraire. 

On trouverait de la même manière que si la fonction primitive de V 
ne devait être qu'un maximum ou un minimum relatif, en supposant que 
les fonctions primitives de w et v aient des valeurs déterminées , la ques- 
tion se réduirait au maximum ou au minimum absolu de la fonction pri- 
mitive de V — au — bv, a tl b étant des constantes arbitrairçs« 

Ce résuhat s'accorde , comme I on voit , avec celui c^EuIer avait 
trouvé par la considération des variations des ordonnées successives dans 
les courbes. 

Telles sont les formules générales pour la solution des problèmes de 
makimis et minimis qui dépendent de la méthode des variations, et Ton 
voit que ces formules s'étendent à tous les cas ; mais dans chaque cas 
particulier, au lieu dy appliquer ces formules, ii sera quelquefois pré- 
férable d'opérer directement sur les fonctions proposées , en suivant la 
marche que nous venons de tracer. 

Quant à la manière de distinguer les maxima des minima, et même 
de s'assurer de leur existence, nous avons vu qu'elle dépend des varia- 
tions du second ordre; mais nous n'entrerons pas dans un détail qui 
nous mènerait trop loin : on peut voir d'ailleurs ce que nous avons dit 
là r dessus dans la Thème des fonctions , art. 173 et suiv. Nous remar- 
querons seulement qu'en prenant la variation du second ordre de la 
fonction V, il sera inutile d'avoir égard aux variations du second ordre 

de la variable y, parce que \e$ termes affectés de y, y, &c, dans fex- 

pression de K étant les mêmes que ceux affectés àty/y^ &c. dans V , ces 
termes doivent disparaître par les conditions du maximum ou du minimum, 

quelle que soit la valeur de y ou de y : ainsi on aura pour \fi variation 

du 



\ 
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r 

dii second ordre , les mêmes formules que dans I endroit cité , en chan- 
geant seulement y en cù , et par conséquent aussi les mêmes résultats. 

Pour ne rien laisser à désirer sur cette matière , nous dirons encore un 
mot des maxima et minima qui dépendent des fonctions de plusieurs va- 
riables. La première question de ce genre a été résolue par la méthode 
des variations, dans le second volume des Mémoires de Turin. II s'agissait 
de trouver parmi toutes les surfaces courbes qui sont terminées par le 
même périmètre, celle qui est la plus petite possible; problème qui est, 
par rapport aux surfaces , ce que les problèmes dont on vient de traiter , 
sont par rapport aux lignes. 

En nommant j l'ordonnée perpendiculaire aux deux abscisses x tty, 
et qui est censée fonction de ces deux -ci, et désignant par des traits 
séparés par une virgule , les fonctions dérivées de i , prises par rapport 
k X tt y, comme on fa fait dans la leçon XX.*, la grandeur ou la qua- 
drature de la surface est exprimée par la double fonction primitive de la 
formule 

prise d'abord par rapport à une seule des variables x, y, et ensuite par 
rapport à l'autre, en substituant pour la première sa valeur donnée par 
l'équation du contour de la surface : ainsi le problème consiste à trouver 
la fonction j dé x et y, qui rendra cette double fonction primitive un 
maximum ou un minimum» 

Pour le rendre plus général, nous supposerons quon demande de 
rendre un maximum ou un minimum la double fonction primitive d'une 
fonction donnée de x,y, i, {', i'', ï'» f» T"» &c. 

Désignons cette fonction par V, de manière que l'on ait 

V = f(x, y, i, i'. ^\ i\ i'', z", &c.;, 

et soit U la double fonction primitive de V, qui doit devenir un maxi^ 

mum ou un minimum. l\ faudra, par les principes établis ci-dessus, que 

# 

sa variation U soit nulle : or, W'' z±z V; donc prenant les vaiiations 
Supplément. I 
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(/'' == V. Si on dénote de même par des traits placés au bas, les fonc- 
tions primitives, ainsi quon la indiqué dans la leçon treizième, on 

pourra passer de Téquation précédente à ceile-ci qui est inverse C/n F^,^ 
par laquelle on voit que le problème consiste à rendre nulle la double 

fonction primitive de la variation V, 

Or on a, en prenant les variations de 2 ^t de ses dérivées. 



V = if (j) H- év' li') -t- x!f (lO 
-t- z'f il') -4- ï''f (ÏO -H i'"f (f) ^ &c. . 

formule que nous représenterons , pour plus de simplicité , par 

= £2 -+- Mi' -f- Ni' ^ Pi!' -»- Qi'' -+. Ri" -t- ace. 



On fera dans cette formule ies transformations employées plus haut, 

par lesquelles les dérivées de la variation 2 ne se trouvent que dans àts 
termes qui spnt des dérivées exactes. 

Ainsi le ternie M^' se changera en (Mi/' — M'i, le terme Nz 

se changera en (N^y — N''i, et ainsi des autres, en conservant la 
position des virgules qui séparent ies traits relatifs aux variables x et/. 

De cette manière on aura la transformée 



-(L--M'^ N'' -+- />"' -^ Qf^' -H /?'" H- &c.; z 

-H (Ni ^ Ri' — R^'i — Q'i 1^ &c./'. &c. 

On voit d'abord ici qu'il est impossible que la double fonction pri- 

mitive de V devienne nulle, quelle que $oit la variation z, à moins que 

les termes affectés simplement de i ne disparaissent , ce qui donne 
d abord Téquation générale du maximum ou du minimum 

L^M'-^ N'^' -f- />"' -H Q'>' -4- /^" -+- &c. = o. 



La première ligne de lexpression -de V étant effecée r si on pwnd 



maintenant les doubles fonctions primitives de part et d'autre, on aura 



-f- r ATJ -H /? i' — R''Z — (2''i>''. 

Comme îl n'y a plus ici que des fonctions primitives simples , chacune 
d'elles se rapporte uniquement à une des variables x, y , en regardant 
fautre ,de ces variables comme déterminée par Téquation qui donne la 
courbe des limites entre lesquelles le maximum ou le minimum doit avoir 
lieu. 

Le cas le plus simple est lorsque le contour de la surface représentée 
par l'équation en x, y, j, est supposé tout-à-fait donné et invariable; 
alors fes variations de 2 et de ses dérivées sont nulles relativement à 
la courbe de ce contour, et par conséquent aussi dans toute l'étendue 

des fonctions primitives simples de la variation U , et la condition de 

£/zz: o se trouve remplie d'elle-même. 

L'équation du maximum ou du minimum sera donc , en substituant les 
valeurs de L, M, &c., 

f(i)-u'U'n"-\.f(t')Y 

^ [/ (i*) ]"' H- [/' (iO y -H [/ (tl Y -f. &c. = o 

qu'on voit être du genre de celles que nous avons considérées dans fa 
leçon XX,®, et dont les équations primitives contiennent des fonctions 
arbitraires. 

Les cas plus compliqués se résoudront par des considérations ana- 
logues à celles que nous avons faites sur les problèmes où l'on ne cherche 
que des fonctions d'une variable. 

Pour donner maintenant quelques applications des méthodes et des 
formules que nous venons d'exposer, nous prendrons d'abord le problème 
le plus simple de ce genre , qui consiste à trouver la ligne la plus courte 
entre des termes donnés. En supposant que la ligne cherchée soit toute 
dans un même plan, et prenant x,y pour ses coordomiées, la longueur 

1 2 
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de la ligne sera exprimée en général par la fonction primitive de i'ex-r 
pression \/ fi '+'/'') f qui étant représentée par V o\xf(x, y, y), don- 

nera f (y)z=zQ, f (y) =: ^^^ '^j 2 ainsi l'équation générale du 

maximum ou du minimum sera 



[ •ri'Vyv J — ^' 



* y' • 

ensuite on aura U z=z -77 rrr y, et l'équation aux limites sera 

Y (l Hry ) * * 

i/. — 6^0 = o. 

T > • •y* 

L'équation générale donne tout de suite ,. — t;t zn à une cons* 

tante ; d'où l'on tire y :=: b, et de \k y z=l bx -\^ c , b et c étant deux 
constantes arbitraires, ce qui est l'équation générale de la ligne droite* 

Si les deux extrémités de la ligne étahent données , on aurait ^o = o 

et j', =: o ; par conséquent l'équation aux limites aurait lieu sans aucune 
condition. 

En général , l'équation aux limites se réduira à a (y^ ^—yojzzzop 
où azzz -yp 7—; de sorte que si la ligne cherchée devait être ter- 
minée des deux côtés ou d'un seul par des lignes perpendiculaires à l'axe 

des X, les variations ^o#;'i seraient toutes les deux, ou une seulement, 
arbitraires : dans l'un et l'autre cas, l'équation aux limites donnerait 
ûz=zo, et par conséquent bzmo; ce qui réduit la ligne la plus courte 
à une droite parallèle à l'axe. 

Si la ligne la plus courte devait être terminée de part et d'autre par 
deux lignes données droites ou courbes, il faudrait alors tenir compte 

dans l'équation aux limites des variations de x et y à-la-fois : il faudra 

* • • • ' 

donc mettre dans l'expression de U ,y—yx à la place de// et y ajouter 

le terme Vx; on aura ainsi 



et réduisant 



• 



u 



y y -\r * 



• • 

Uéquatîon aux limites étant U, — i/o .= o > si on suppose que les 

deux limites soient indépendantes lune de Tautre, on aura séparénierit' 
• • ..... j 

C/^ = o et £/, = o ; et par conséquent 

y'oio -H Xo == o, /,/, + i, = o. ... 

Soit maintenant ^ (x , y) zn o; inéquation de la figrte' quî forme fa 

première limite^ elle donnera féquation variée x^' (x) -^y^' (y) = p ; 
mais elle donne aussi l'équation dérivée ^' (x) ^ y ^' (y) =:o\ de sorte 
que la combinaison de ces deux équations produira ceile-ci : 

y — -^^ X z=:. o. 



4 • 



li ifkut remarquer à l'égard de cette équation, que les variations x,y 
sont censées les mêmes que celles que nous avons désignées d-déssus 

par Xo^yo, parce que ce sont les variations des coordonnées x, y k la 
première limite;. mais la dérivée y n'est pas ta même que |a dérivée y.© t 
quoiqu'elles se rapportent toutes les deux au même point : car celle-c! 
se rapporte 4 la lighe la plus courte, et exprime la tangente de l'angle 
que la tangente à cette ligne fait avec l'axe; au lieii que l'autre se rap- 
porte à la ligne qui sert de limite , et exprimé de même la^ t^gente de. 
Fahgle que la tangente à cette ligné fait avec îé niê'me axé. Nous dési- 
gnerons cette dérivée par fyj, et appliquant le chiffre o ai? bas dé 'Chaque 
lettre pour la rapporter à la •prërtiîèl?e Iftnité , Téquation précédente de- 
viendra ^. ' > ' '> 

Telle est . l'équation de condition qui doit avoir liçu entre les cvarîa- 
tions yo et Xo ; ainsi substituant dans l'équation j o /o ^ ^o == 9 ^^ '^ 
première limite, la valeur de yo tirée 4e l'équation précédest», ©n aura 
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[/o (y )fx ^ I } X = o , et par conséquent /oY/A *-*- i = o. 
Or, /o et (y^)o étant ies tangentes de deiuc angles , on sait que la tan- 
gente de la différence de ces angles est exprimée par la formule ^ "".^ \^ ; 

4onC| puisque ici le dénominateur devient nul, et par conséquent la 
tangente infinie » il s^ensuit que la différence des deux angles dont il 
s agit I sera égale à un angle droit. 

D'où il est aisé de conclure que les deux lignes, celle qui doit être 
la plus courte, et celle qui forme sa première limite, doivent se couper 
à angles droits. 

£t comme lequation à la seconde limite est tout*à-fait semblable à 
l'équation pour la première, on trouvera nécessairement le même résultat 
relativement à la seconde limite; c'est-à-dire, que la ligne la plus courte 
devra aussi couper à angles droits la ligne qui formera la seconde limite. 

On satisfera à ces conditions par le moyen ài^s équations yo^Vo"+*i=^o 
^ty\ (/)^'^iz=:o,i et des constantes arbitraires b, c, ce qui n'a aucune 
difficulté. 

Supposons maintenant, pour donner plus de généralité au problème, 
qu'on demande Ja ligne la plus courte , sans la condition qu'elle doive 
être tojute dans le 'même plan; en prenant k, y, i pour \^ trois coor- 
données, dont deux,/ et ^, sont censées fonctions de la troisième, x, on 
aura la fonction ;/ ^i ^-/* -H Z'') » dont la primitive exprimera la 
longueur de la ligne cherchée , et devra par conséquent être un minimum. 

, Faisant donc 
on aura 



-^^ — Y^ — j 






fornjule qui,, par fes principes établis, se transforme en celle-cî : 



• i^ J \ 
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d OÙ Ton tire pour féquatîon générale du minimum 



et ensuite pour féquatîon aux limites 

à =: yy-^zi ^ et 6/, — i/o =±: o^ 

Supposons d'abord que la ligne la plus courte ne soit assujettie à aucune 

condition dans toute son étendue ; il faudra dors que les variations y et 2 
demeurent indéterminées , ce qui donnera les deux équations 

4'où f on tire 

y z 



a, -^=zh. 



y ♦•/ y 

ûetb étant des constantes arbitraires ; et comme Vz=. \/{i -h/* -f- ^^)> 
il s'ensuit que / et i' auront des valeurs constantes qui étaiit dâfgtiées 
par € ttd , donneront tout de suite 

y zzz ex -^ m, i znz Jx + tt, 

m et n étant aussi des constantes arbitraires. 

Ces deux équations font voir que la ligne cherchée est une droite 
dont la position est arbitraire. 

Il faut maintenant considérer Téquatîon aux iimitei^ laquelle r sî on 
suppose les deux limites indépendantes lune de f autre , se partage tout 

de suite en ces deux-ci : [/^ =^ ^ > £/, rr: o ; savoir r 



équations qui auront lieu d'elles-mêmes, si les deux extrémités de h 
ligne sont supposées données de position, parce qu'afors les rarrtiftmsr 
des ordonnées / et j seront nulles dans ces deux pofnf s. ' 

Mais si la ligne la plus courte doit être comprise entre deux lignes 
données, alors il faudra, comme nous l'avons fait plus haut, tenir compte 
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des veriatlons des coordonnées x,y,ik 1 une et à l'autre de ses extrémités. 

Pour cela, il faudra d abord ajouter à la valeur de U Je terme Vx, 

et y changer en même temps y tXitny — yx, z — j i ; on aura ainsi 
à cause de V'^zzz i -h/* -h 2'*» après les réductions 

et les deux équations aux limites £/o = o , £/, = o deviendront 

Supposons que la première limite soit une courbe dont les deux équa- 
tions soient 

^ (x,y) =1 o, -^ (x,i)z=o\ 

la première de ces équations donnera» comme nous lavons vu plus haut» 
l'équation variée 

y^ — (y)oXo = o, 
et la seconde donnera de même 

io — (i)oXo = o. 

Tirant de ces deux équations les valeurs de y^ et 2o » et les substituant 
dans la première des deux équations ci -dessus» on aura (i ^^ yo(y)% 

-+• j'o ( t)o) x^o = o ; et comme la variation io doit demeurer indéter- 
minée» il en résultera cette équation de condition pour la première limite 

I -H /o (y)o -t- Zo (1)0 = o » 

à laquelle on satisfera par le moyen d'une des constantes arbitraires c, d, 
l'autre devant être déterminée par l'équation de condition de la seconde 
limite» laquelle sera de même 

ï -+-/i (y)} -^ î't (l)^ = o. 

Mais 
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Maïs SI on veut savoîj ce que ces équations représentent A n^ à qu*à 
se rappeler que , dans la théorie du contact des courbes » on démontre 

qu en regardant les dérivées /o et ^'o comme constantes , les deux équations 

« 

où ft et V sont aussi des constantes par rapport à x" et ^ ^ représentent la 
ligne droite qui touche la courbe de la- première limite ; et que de la 
même manière les deux équations 

représentent la ligne droite qui touche au même point la ligne la plus 
courte , TT et f étant aussi des constantes par rapport à ;if et ^. 

Or, dans l'application de l'analyse à la géométrie » on démontre que 
les deux droites représentées par ces équations , si elles se coupent , font 
entre elles un angle dont le cosinus est 

{Vo^ez les feuilles d'Analyse de Mo^se). Donc , puisque dans le cas 
présent, le numérateur de cette expression devient nul, il s'ensuit que 
l'angle des deux droites sera droit ; par conséquent il faudra que la ligne 
la plus courte coupe à angles droits la courbe qui forme la première 
limite. > 

On parviendra de la même manière à une conclusion semblable pour 
l'autre limite : d'où il résulte que la ligne la plus courte qu'on puisse 
mener entre deux courbes quelconques est toujours la droite qui coupera 
ces courbes à angle droit. Ce théorème est connu depuis long-temps, et 
se démontre de différentes manières ; mais aucune n'est aussi directe que 
celle que fournit l'analyse précédente. 

Mais si, au lieu d'une simple ligne , îl y avait une surface pour servir 
de limite à la ligne la plus courte , désignant par * ^x , ^ , j^ = o la 
surface de la première limite , elle donnerait cette équation variée 

K^' (x) -^ y.^' (y) -f- 2o*Yz; = o. 
Supplément. K 
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qu'il faudrait^combiner avec f équation de ta première iimite trouvée 
ci-dessus 

Substituant dans féquation précédente la valeur de Xq tirée de celie-cî, 
on aura 



doù, à cause que les variations ^o> èo doivent demeurer. indéterminées, 
on tire ces deux -ci : 

auxquelles il faudra satisfaire par deux des constantes arbitraires de la 
iigne la plus courte. 

On trouvera deux équations semblables pour la seconde limite, si 
elle est aussi formée par une surface dolmée. 

Pour voir maintenant ce que signifient ces équations , on remarquera 
que l'équation de la surface * ^,7, ^j = o donne la dérivée 

x'^'(x) ^ y'^'(y) ^ {¥(X) =. o. 

dont la primitive , en regardant les coèfficîens de x , y', i comme 
constans, savoir, 

X $' {xj -\- y^' (y) + z ^YZ/' -^- * = o; 

représente le plan tangent à cette surface, comme on le sait, par la 
théorie ài^s courbes ; ci étant une constante arbitraire par rapport à 

X, y, i' 

Substituons dans cette équation les valeurs de $' (y) et $' (1) tiré« 
des deux équations trouvées ci-dessus, elle deviendra, en la divisant pai 
^' (x) qui est regardée comme constante. 

D'un autre côté , on sait que cette équation représente aussi un plan 
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perpendiculaire à la droite, dont les équations seraient 

(voyei ïes feuilles citées) les quantités y^ et j'o étant regardées ici comme 
constantes, ainsi que jm. et v : donc, puisque ces équations sont celles 
de la tangente à l'extrémité de la ligne la plus courte, que nous regardons 
en général comme une couri>e quelconque , ii s'ensuit que. les deux 
équations données plus haut expriment que la ligne la plus courte doit 
rencontrer la surface donnée à angles droits. 

Et comme la même conclusion aurait lieu aussi pour l'autre limite , 
si elle était formée par une surface ; il en résulte que la ligne la plus 
courte entre deux surfaces données , sera encore la droite qui rencontre 
ces surfaces à angles droits* 

Jusqu'ici nous n'avons cherché que la ligné la plus courte parmi toutes 
les lignes possibles qu'on peut mener entre des points, ou des lignes, 
ou des surfaces données; problème que la simple géométrie peut résoudre, 
parce qu'on sait que dans un plan ia ligne la plus courte est la ligne 
droite : mais si on demande en général la ligne la plus courte sur une 
surface quelconque donnée, le problème dépend alors essentiellement 
de la méthode des variations, et les formules trouvées ci -dessus s'y 
appliquent avec la même facilité. 

Soit F (x, y^i) z=z o l'équation de Ja surface donnée, elle donnera 
l'équation variée 



laquelle étant combinée avec l'équation générale du maximum ou minimum 
trouvée plus haut 



.» ./ ^*»t \f 



(■V-)y^(-^)^ = <" 



produit celle-ci 



(-'y) " F (i) -f-y K r r,; = ». 

K 2 
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pour f équation de ia ligne ia plus courte sur la surface donnée ; ensuite 

on aura l'équation aux limites Ux — 64 = o , dans laquelle on a en 
général 



i/^JJ-^^^ 



V 



f 



et SI l*on veut avoir égard aussi à ia variation de x , on aura 



rj X -^ y y -^r zi 



comme on la trouvé plus haut. 

Il faudrait ici: substituer pour £ sa valeur tirée de i équation variée , 

X F' (x) -^ y F' (y) -+- iF (i) z=z o \ mais en faisant abstraction de ia 

surface , l'expression précédente de U conduit directement aux mêmes 
conclusions qu on a trouvées plus haut relativement aux limites , c'est- 
à-dire , que la ligne la plus courte tracée sur la surface donnée , devra 
aussi roiippr A ^ingl^fi^roito I^fr-xu^urbes qui lui serviront de limites. 

A l'égard de la nature de la ligne la plus courte sur une surface, elle 
jouît d'une propriété particulière et caractéristique, paria;queile on peut 
la déterminer indépendamment de la considération du minimum; c'est 
que ses rayons osculateurs sont tous perpendiculaires à la surface. En 
effet , il est clair que cette ligne doit être celle suivant laquelle se diri- 
gera un fil tendu sur la surface donnée, et il est facile de concevoir en 
même temps, que le fil tendu ne peut être en équilibre qu'autant que 
la pression résultante de la tension , et dont la direction est suivant le 
rayon bsculateur, sera perpendiculaire à la surface. Pour voir comment 
la propriété dont il s'agit résulte de l'équation trouvée pour la ligne la 
plus courte , nous remarquerons d'abord que l'équation du pian tangent 
à la surface représentée par l'équation F (x , y, j^ = o , est, comme on 
l'a vu plus haut, 

9 

xF'(x) ^ yF'(y) -^ lF(i) -^^ <Lz=zo, 
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les fonctions F (x) , F (y), F' (z) étant regardées comme constantes, 
ainsi que la quantité ol. 

Nous remarquerons ensuite que si on représente par 

xsH- Ay H- Bi H- C* = o , 



l'équation du plan du cercle osculateur cf une ligne à double courbure , 
il faut que cette équation et ses deux dérivées , prime et seconde , aient 
Heu en prenant les coordonnées x, y,iàik plan pour celles de la courbe 
donnée , et en regardant dans la formation des dérivées , les coèffîciens 
A, B, C-comme constans; c'est ce qui résulte de la théorie du contact 
des courbes exposées dans la Théorie des Fonctions. 

On aura donc ainsi les deux équations dérivées dans lesquelles x^iz. i, 
i ^ A/ ^ Bi =r o, Ai H- B { = o. 

La dernière donne Bzzz f- , et cette valeur étant substituée dans 

l 
la précédente, on aura 



~Ott' " 



? T% y 



Nous remarquerons de plus qu'il suffit que le plan du cercle osculateur 
soit perpendiculaire au plan tangent à la surface, pour que le rayon 
osculateur soit perpendiculaire à la surface , parce que ce rayon est né- 
cessairement perpendiculaire à la courbe tracée sur la surface. 

Or, on démontre encore dans l'application de l'analyse à la géométrie 
(voyei les feuilles déjà citées) , que fa condition pour que deux plans re- 
présentés par les équations 

xF'(x) ■+-yF'(y) -4- z^Vz^ -H <t = o. 
' X -^ Ay -H B i ^-\^ C z=z o, 

se coupent à -angles droits , est renfermée simplement dans l'équation 

F(x) ^ AF(y) -\- BF(i) = o. 

L'équation de la surface F(x, y, i) :=z o donne aussi l'équation dérivée 
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p^(^) ^y'F(y)-^- iF'ii) = o . d'où l'on tire F(x) =-y'P(y) - zP'fz)' 
Cette valeur substituée dans i équation précédente , donnera celle-ci : 

(A - /; F' (y) ^ (B-.{)F(z)z=^o. 

laquelle, en substituant fes valeurs àe A tt B trouvées cî-dessus, devient 



Or, si on divise le coefficient de F (y) dans cette équation, par 
K^, Fêtant \/ (i -+-/-+- Z^) , on a Ja dérivée de -^ , et de même le 

coefficient de F (jj , divisé par V^ , devient la dérivée de -^ , comme 

il est facile de s'en assurer par le calcul : donc , en divisant toute Téquation 

par F*^, elle pourra se mettre sous la ^oimt^^j F (y)^^j F ('^Jzzio ^ 

qui est la même que celle de Téquation que nous avons trouvée pour la 
ligne la plus courte. 

Clairaut a remarqué le premier, dans les Mémoires de ï Académie des 
Sciences de i/jjirqu^» qucllp-que soit la figure de la terre, la ligne 
qu'on y tracerait en plantant continuellemein Jes piquets perpendiculaires 
à rhorizon , de manière qu'ils soient effacés les uns par les autres , comme 
on Ta pratiqué dans la description de la perpendiculaire à la méridienne 
de Paris , aurait la propriété d'être la ligne la plus courte entre tous ses 
points : ainsi la détermination de cette ligne dépend de l'équation géné- 
rale qu'on vient de trouver. 

En supposant que la terre soit un sphéroïde de révolution , si on prend 
l'axe des x pour l'axe de la terre, dont le centre soit l'origine des coor- 
données, et qu'an nomme r l'ordonnée de la courbe des méridiens, on 
aura r ;zz: \/ (y^ -^ 'C) : donc s] F (x,r) zzzl o est l'équation de cette 
courbe, elle deviendra celle de la surface du sphéroïde, en y substituant 

)/ (y^ -+- '^) pour r; et à cause de / ;= ~ ^^ , on aura 

F(y) = ^F(r). F(i)z=z^F(r); 
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de sorte que Téquation de la ligne la plus courte sur le sphéroïde ; 

deviendra 



r-f/e-r4;^=°. 



laquelle est du second ordre, mais dont la primitive du premier ordre 
est 

y — a, 

a étant une constante quelconque. Cette équation combinée avec réqua-* 
tion F (x, r) zzzOf suffira pour construire la courbe. 

Ce problème est traité avec beaucoup de détails dans le quatrième 
volume des œuvres de Jean BernouUi. 

* 

Le problème de la ligne la plus courte conduit naturellement à celui 
de la surface de la moindre étendue. Nous avons àé]k vu plus haut que 
Ton a alors 

d'où Ton tire la variation . . 



V 
laquelle étant comparée à la formule 

donne 

» 

et de là résulte l'équation générale 



r-f/ - (V = "■ 



Cette équation, en effectuant les dérivations indiquées, se réduit à 

V(l^ ^- f) — (Û y' -t- t' Vn = o : 
or, en prenant successivement les dérivées par rapport à at et à^, on 



r»' »»" . 
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trouve 

VV' = ^' {' H- z' i'\ FF'' = i' i'' -+^ 2'' 2' 

de sorte qu en multipliant l'équation précédente par V, et substituant les 
valeurs de f^, Ff^% KK''^ on aura après les réductions, 

[ I -^ {z'nt" - ^ z' z'' t' -+- [ I -f- rr'/] Z' = o : 

et si on aime mieux employer ia notation proposée dans la leçon XX.*, 
on aura pour l'équation de la moindre surface, 

Afofige et Legendre ont trouvé , par des méthodes ingénieuses , l'équa- 
tion primitive de cette équation du second ordre ; mais la forme sous 
laquelle elle se présente, la rend peu susceptible d'applications utiles. 
Voyei les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1787. 

Pour donner encore un autre exemple, nous reprendrons le problème 
si connu de la brachystochrone, ou ligne de la plus vite -descente; mais 
nous la çonslchîrCToii» dans^Tm- milieu résistant comme une fonction 
quelconque de la vitesse. ... 

Soient les abscisses x dirigées verticalement de haut en bas , et par 
conséquent les ordonnées y horizontales. Si on nomme g la force cons- 
tante de la gravité , i le carré de la vitesse , et ^ ^ la fonction de la vitesse 
qui est proportionnelle à la résistance, les principes de la mécanique 
donnent Téquation 

pour la détermination de z: et le temps qui doit être un maximum ojx 
un minimum, est exprime par la fonction primitive de l'expression 

£n comparant ces formules aux formules générales , on aura 

et 



( -^I ) 

et la fonction p.(x, y, y, i, z'.., . *.) qUi^, étant égalée à uétôr donne 
l'équation de condition , sera 

^ — â^ -f- 2<j>j X Vfi -+-.ir'»> 



On aura donc 



. • J 



y^.ii .! ivfi'-^y*)' 






V(v-^.y-)^V(^ ^i 



et de là 



/^ (y ) — t/ /f\a. v'*; y •/rj » / TV 



' -« 
i 



ensuite on aura féquatîon variée ; : r.;irj i. y^. . . ; 



r «f 



2'-Hi2<I>'tx /r^ -f"/^/-^ at^3 X . ..f_j .»i = Q> 



» r 



!1 



i •'; 



et par conséquent •,:fi..;':ii< 

F' (zj = :^ <p'z X /r» -H/v^ : ^ rz'; = i. 

_ ■ .^ • v . 

De là, on aura 

. - - . . ■ : , -• f ' J '..;.■.-■•.. • - - * . • 

r y ^T y y 

""': i vo -*■ y*) * ^ u) ii ' ' "" / r« ^/v. « < rf ' '-^ 

-.yjhjtjV:.. .. 7 — À'- •• '•' •'-••'•■•■ • ' -: • ■ •••-■' 
^1 » -^ — "» 

^z; = z A <f'j xy f, -,./•;_ v, , ^ /z^,= a. , -, . , . 

D'après ces valeurs, on. aura ies équations génétales- n . . jï \ .... j 
et l'équatîpn aux limites ; : i ^^ 'y ir> : » 

6/, — 6/o = O , ^ ' r> 

en faisant 



I 



Supplément. L 
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^'i&i.bn, fvèut Âenîr compte dé i^ variation de x, on aura" 

û= [r-f- {rj] Cy-^y'lc) -^ \i^(i)\ (ï-i^) 



— X. 



Les deux équat^onSç^éné;aies se rédui^imt à ceiies-çi : 
dont la première a pour primitive 



■ • V .J l 



^i étant une constante arbitraire* 

II faudra substituer dans celle-ci la valeur de A tirée de la seconde; 
ensuite il faudra éiiininer i par lé moyen de Téquation de condition 

^ —^5 -t-^^jx y/ (i -4- y^) =: o, 
et l'équation résultante en ;^ et x sera celle «U la, courbe cherchée. 

Comme N^ représente lè carré de la vitesse» et ^ue réquâtîon en i 
est du premier ordre, la valeur de ^^ tirée dé l'équation primitive de 
celle-ci , contiendra une constante arbitraire qui dépendra de la vitesse 
initiale imprimée au mobile. 

m 

On peut donc regarder la valeur de g/ à la première limite, comme 
une fonction donnée dés 'coordonnées initiales x ex y : ainsi dénotant 
cette fonction par ia caractéristique A, on aura la condition 

Zo' t= A (Xo, /o/ 

Le cas du vide n a aucune difficulté ; car en feîsant cp j =: o , on aura 
Téquation 

y' 

^^7-: T7-r = COnSt. 



V(i +yv X v(i) — """"• v(a) ' 

où A n'entre pas. 



(9n 

Ensuite on a ^ — 2^=;o, d où l'on tire g == ^g^ ^' *'• Enjrap^ 
portant cette équation à la première iîmîtej, oq a ^ = xgx^-+- b, d'où 
bzzzi^z=z2 gXo ; ainsi la valeur complète de j seça 

Z = 2g (x — Xo} ,-+- f: 

m ■ * 1 ■ 

or , réquqxion en y donne 

équation qui, par la substitution de fa valeur de j^ dévient celle de fe 
cycloïde ordinaire. . - 

Soit, pour abréger. 



.J 



I 



lè problème général dépendra de ces trois équations du premier ordre , 

I - ..,■■■.• 

ty ___ • I 

g' — -«5 -*- a^2 X -/(^i -+- yv = o. 

Sî on prend la dérivée de f > oiv a 



t ^ 



^ II'. .... , ,. I , ■ ■ 









' y 



d'où Ton tire 



• ij 






t • 



cette valeur étant substituée dans la seconde équation c^Tcfejs^^i^ oa a«^ 

mais la troisième donne 

2' = '2^ ■— a <l>2 X |/^i H- /•/; 

sul>8titu3nt cette valeur dans la dernière éc^uation après l'avoir midtîpliée 

La 



(94 ) 

■'il - •/ ^» *" • ""^ •* '• 1 / ' • t / £* '''•*'/- I 



• « . ■ ♦ ' 



• V 



•^1^* ■••^ if. y II». 



Or, on a 



//r.-H/-;=[>/r.-H/v]-,7^,,,,.„ 



. ^>' ^ ' 



et la première équation dofine > . :. ^ — 7-7- r;^ — r^r-r ; donc Téquation 
q^'on vient de. trouver, deviendra 



^S>^^\tV(^-^y^n-^-iJ-.^.o^ 



• 1 ' r ' • • " 

♦ • t t 



V(a) 



dont la primitive est 



, l'O' 



^^i>.. 



rgxS.?/'(i:^Y^)^:^ = l; 



'Tir-.': •••jifcn--] ■ . '„. .;.,,-^.. , ' : .-•■;': . . •'(■/Vi -*- j>'»> ■ . ■- ' 

et si on substitue encore ici pour / sa valeur ' — . - .^ > — tirée de la 

I *^ y y (a) 

première équation, on ^utâ 



.1 kl 



Ainsi, on a la Pâleur '.de A quoh sùbistftuera' daîïs ISCTcp»£sion de t de 
la première équation ; et il ne s'agira :pijH3 qu% de combiner^ cette équa- 
tion avec la troisième pour en éliminer. 7,^ 

Considérons maintenant Téquation âpx limites £/, — 6^© = o ; sup- 
posons, ce qui est le cas le plus ordinaire, que les deux limitas soient 

indépendantes Tune • de Fautr e^- on. aura^ séparément /7o = o , £/, = o . 






Or, en faisant dans l'expression de C/, donnée pfUs haut, les substi- 



Mlbns 



^-f^^'^'^'f^)^^iér7v(^-^'''> 



'-i'Çë$te:expresiiioh, enimettanl poiir j4a Valeur i^g^2<^z^ V (y^i^) 



( «5 ) 

et réduisant I devient 

4 



\ 






OÙ / est mise pour -77-3 — \^ xXC^i, comme on Ta employée cî-dessus} 

de sorte qu'en substituant encore à la place de t, sal valeur donnée par 
fâ première équation, on aura plus simplement 

Cette valeur de (/ d^vra donc être, nulle aufc deuxUmities^ 

Pour ia première limite , nous avoné vu. ci-desdU9 que Ton a ^ en gé-^ 
néral , jo == A (xo^ yo) ! donc prenant les, variations , on aura 



de sorte que f équatîon ' t/o' =î= o doinnèra céUe-cf: 

Pour la secondte Jl«»ftiô , on aura aussi £/, =zi o , équation dans laquelle 

ia variation^, deUxeurànt indéterminée ^ il faudra la faire évanouir en 
égalant à zéro son coefficient A, : ainsi on aura la condition A, =i;o, 
qui servira à déterminer la constante arbitraire b de la valeur de A 

trouvée plus haut. Cette condition donne — r-rr-r -H h =5 , d-où ïon 

yt "f N 

De sorte que l'expression complète, de A sera 

• i, i'Mi ... •...)*.' ■;] .*•> ,■■;•■(::• .1*1 'l f;, . . .■ ■■; 

d'où l'on aura ' ' 



9 • 



valeur qu'il faudra substituer dans Téquation à la première limite. 



{86) 

A regard de Féquation de la seconde limite , elle sera . simplement » à 
cause de A, = o> 



o; savoir» x, -t- v, x v, =: o. 



Cette équation est tout-à-fait semblable à celle que nous avons trouvée 
dans le premier exemple > et d'où nous avons conclu que la ligne la plus 
courte devait couper à angles ^roits la ligne qui forme la seconde limite; 
ainsi la même conclusion doit avoir lieu pour la ligne de la plus vite- 
descente, quelle que soit la loi de la résistance du milieu. 

Revenons à la première limite. En substituant dans Féquation de cette 
limite pour Aor«a valeur, elle devient 

Maintenant , si on désigne par (/q) la dérWéç de l'ordonnée / de la 
courbe qui forme la première limite, on aura, comme on l'a vu dans 

le premier exemple RqnattonT^o^^ — C/^ Xozzzo : donc si on substitue 
dans l'équation précédente, au lieu de y^t savafctw^'Jj?^, la variation 
Xo demeurera arbitraire, et il faudra vérifier l'équation , en égalant à zéro 
le coefficient de Xo, ce qui donnera 

équation à laquelle on satisfera par le moyen d'ui\e des conjstantes arbi- 
traires. 

r 

Supposons , ce qui est le cas le plus simple , que la vitesse initiale 
VZfi soit donnée indépendamment du lieu de départ; on aura alors 
^ = ^ une constante; donc 

A {xoi yoj = ^onst. 
et par conséquent 
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et l'équation précédente deviendra 

(y'o) = o ; savoir , i -4- /. (y'o) = o. 

Dans cette équation, (yô) exprime la tangente de l'angle que fait 
avec l'axe des x , la tangente à la courbe de la première limite , dans le 
point où elle est rencontrée par la ligne de la plus vite - descente , et 
/, exprime la tangente de l'angle que fait avec le mcme axe, la tangente 
à cette même ligne au point de la seconde limite; et il suit de cette 
équation , comme nous l'avons vu dans le premier exemple , que la diffé- 
rence de ces deux angles doit être égale à un angle droit : donc il faudra 
que la tangente à la courbe de la première limite soit perpendiculaire 
à la tangente à la ligne de la plus vite-descente au point de la seconde 
limite ; et comme nous avons déjà vu que cette tangente doit être per- 
pendiculaire à celle de la courbe de la seconde limite , on en conclura 
que , dans le cas dont il s'agit , la courbe de la plus vite-descente devra 
rencontrer les deux courbes des limites dans des points où les tangentes 
soient parallèles entre elles. 

Mais, si on veut que la vitesse initiale soit toujours celle que le corps 
acquerrait on tombant d'un même point donné , nommant h la hauteur 
de ce point au - dessus de Taxe horizontal des ordonnées y , on aura 
A -+- ^o pour la hauteur due à la vitesse initiale dont jo est le carré , 
et les principes de la mécanique donneront 

Z^ -= ^8 (h -*- Xo): 

donc A(xo,yo) = igfA-i-xJ; et de là A' {xjznig, A^ {y^} =: o, 
ce qui réduira l'équation de la première limite à celle-ci : 

"7 ^ (y'o) = o; savoir, i -4- /o (y'o) = o, 

laquelle montre, comme on l'a vu dans le premier exemple , que la ligne 
de la plus vîte - descente doit couper aussi à angles droits la ligne qui 
forme la première limite. 

On avait trouvé ces mêmes résultats poux la ligne de la plus vîte- 
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Jescente dans ïe vide {Voye^ le quatrième volume desAïemoires de Turin, 
et les Mémoires de t Académie des Sciences pour les années l'J^'j et 1786). 
L'analyse précédente fait voir que les conditions relatives aux limites sont 
indépendantes de la résistance. 

Si , au lieu de la courbe de la plus vite-descente , on demandait celle 
où la vitesse acquise serait un maximum, \\ faudrait rendre la quantité 1 
un maximum, et Ton aurait le cas où nous avons vu que les équations 
générales se réduisent simplement à (Y) zzi o et (2,) zz::, p; savoir, 

* A <p' 2 X y (i -i- yV — A' = o , 
équations qu'il faut combiner avec l'équation en it 

U première a pour primitive 

y' I 

et si on opère sur ces trois équations comme C7i> l'a fait dans le cas pré- 
cédent, on parviendra de la môme manière à l'équation 

^ y ^ (^) 

qui donne la valeur de A; ensuite les deux dernières équations ci-dessus 
donneront la vitesse j/^^ Çt la fonction ^ en 4r, doù dépend la courbe 
cherchée, 

A regard des limites, on aura, dans le cas dont il s'agît, en faisant 
varier à-la-fois x , y , 1, 

Ù =z (Y) (y-- y' le) -4- (Z) a - i'^) -+- z''^. 



formule qui, en substituant les valeurs de (Y) , (L) et de ^^ et réduisant, 
devient 



et 
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et SI on substitue encore dans celle-ci les valeurs de igX. et de 2 AC|)j 
tirées des deux dernières équations primitives , on aura enfin 

Ù =1 -- bx -H7^> -4- (^A ■+ i;éo;. 

de sorte que les deux équations aux limites UqZzo et [/, zio^ deviendront 

— ^^o H- y^^j }o -+- (^Ao -H i^ 2o = o, 

•"• *^' ^^TJIj'y^ "*" <^^« ^ ^^^ Z. = o. 

La vitesse initiale » dont 2o est le carré, doit êlre donnée; sî on la 
suppose indépendante du lieu du départ , go sera une quantité constante 

dont la variation sera par conséquent nulle ; donc y^-ziz o x alors la 
première équation se réduira à 

Pour la seconde , comme rien ne détermine la valeur de \, , il faudra 
que son coefficient »uii nul, et qu'il donne A,-|- 1=0 etA.ziz — i, 
condition par laquelle on déterminera la valeur de la constante arbi- 
traire h. 

Cette équation deviendra ainsi 

~ *^^ ^ "7?^ X j^, = o. 

Si les deux points extrêmes de la courbe étaient donnés, les varia- 
tions de Xq, yoi x,^y, seraient nulles, et les deux équations seraient 
satisfaites d'elles-mêmes. 

Mais, si la question est de trouver la ligne par laquelle le corps partant 

d'une courbe donnée, et arrivant à une autre courbe donnée, acquiert 

la plus grande vitesse ; nommant, comme plus haut, (yo) et (y J les 

• tangentes des angles que les tangentes à ces courbes font avec l'axe aux 

deux extrémités de la ligne cherchée, on aura, ainsi qu'on l'a vu dans 

Supplément. M 
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le premier exemple, 

}o — C/o) 'Vo == o , et}, — {/J^^i = o ; 
et ces équations étant combinées avec les deux précédentes, donneront 

f/oj = by/{aj, et f/J — i^^a}, 

d'où Ion peut conclure que les tangentes aux deux courbes des limites, 
doivent être parallèles entre elles, comme dans la courbe de la plus vite- 
descente. 

Ces exemples peuvent suffire pour montrer Tusage de nos formules 
générales, et sur-tout des équations aux limites qui n'étaîent pas connues 
avant le calcul des variations, et sans lesquelles on n'aurait que des 
solutions incomplètes. 



FIN. 



IMPRIMÉ 

Par ks soins de J. J. Marcel, Directeur général de llmprîmerîe 

impériale , Membre de ia Légion d'honneur. 



